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CHAPITRE 1

OPTIMISATION CONTINUE DE DIMENSION FINIE

1.1. Notions fondamentales

On se place dans R", n < co considéré comme un espace vectoriel normé muni de
la norme euclidienne notée ||.||. On considérera des fonctions différentiables ou deux
fois différentiables f : R™ — R. On notera €2 un ouvert de R™.

Définition 1. — Soit lapplication R™" D Q 5 z +— f(z) € R. On dit que f présente
en z* € ) un minimum (optimum) local, si et seulement s’il existe un voisinage V'
de z* tel que Vo € VN Q, f(z*) < f(z) (on dit que c¢’est un minimum strict si la
précédente inégalité est stricte). On dit que z est solution locale du probleme
min f(z)
On ne considérera que des problémes de minimisation (calculs de minimum), les
problémes de maximisation étant obtenus en considérant 'opposé de la fonction f.

Définition 2. — On dit que z* € Q est un minimum (optimum) global de la
fonction R" D Q> z — f(zx) e RsiVe € Qona f(z*) < f(x). On dit que c’est un
minimum strict global si la précédente inégalité est stricte. On dit que z* est solution
globale du probleme

Définition 3. — On note (Vf(2))” = 2L(z) = (?f of ) (2), le gradient de f

Ox1’ """ Oz,

oux = (T1,..., Tp)-

Définition 4. — On appelle Hessien de f la matrice symétrique de M., (R) V2f(z) =
82 . .

<8$iaij) (),i=1,...,n,5=1,...n.

Définition 5. — On note g—i(x) = (gi?) (z), 1 =1,...,m,j = 1,...,n, matrice de
J

M (mxn)(R), le Jacobien de g = (g1(x), ...,gm(x))T.

Définition 6. — On dit que z* est un point stationnaire de f si Vf(z*) = 0.
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1.1.1. Existence d’un minimum. — Le théoreéme suivant garantit 1’existence
d’une solution au probleme de recherche de minimum.

Théoréme 1 (Weierstrass). — Si f est une fonction réelle continue sur un com-
pact K C R"™ alors le probleme de recherche de minimum global
min f(z)

possede une solution x* € K.

Démonstration. — Notons m = inf,cx f(z) (éventuellement m = —o0). Par défini—
tion, Vo € K, f(x) > m. Soit (2F)ren suite d’éléments de K telle que (f(2"))ren
converge vers m. K est compact, on peut donc extraire une sous-suite (xl)lech
convergeant vers x* € K. Par continuité de f, on a

m= lim f(z*)= lim f(z') = f(z*)

k—+4o00 l—4o00,leT
Or f(z*) > —oo car f est continue et K compact. En conclusion, il existe z* € K tel
que f(z*) = minge g f(x). O
1.1.2. Conditions nécessaires d’optimalité sur un ouvert. —

Théoréme 2. — Soit 2 un ouvert de R™. Une condition nécessaire pour que x* soit
un optimum local de R™ 3 x — f(x) € R fonction deux fois différentiable est

(Vi) =0,V2f(a") > 0}
Démonstration. — z* € Q ouvert, donc Yh € R™, 3n > 0 tel que (z* + dh) € Q pour

0 < 0 <. Pour n suffisamment petit on a alors f(z* + 6h) > f(z*) par hypothese.
f est différentiable, on peut utiliser un développement de Taylor

£+ S @oh + o) > o)
d’ou
%(w*)h +0(8)/6 >0
Par passage a la limite lorsque § tend vers zéro on obtient
%(m*)h > 0 pour tout h € R"

Nécessairement g—x(x*) = 0. Utilisons maintenant un développement au deuxieéme
ordre

P 4 0) = J(a*) + SRV [ (a)oh + o(3?)

Dans le méme voisinage que précédemment f(x*+dh) > f(x*) implique apres passage
a la limite que pour tout h € R"”

RV f(2*)h >0
et donc que V2f(x*) > 0. O
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1.1.3. Conditions suffisantes d’optimalité sur un ouvert. —

Théoréme 3. — Une condition suffisante pour que x* soit un optimum local de
R™ 3 x+— f(x) € R fonction deuz fois différentiable sur Q ouvert de R™ est

{Vf(z*)=0,V*f(z*) >0}
Démonstration. — évidente par le méme développement de Taylor a 'ordre 2. O

1.1.4. Importance de la convexité. —

Définition 7. — E ensemble de R™ est convexe si V(z,y) € E x E, VA € [0,1],
A+ (1-Ny€eE.

Définition 8. — Soit E convexe de R™. On dit que 'application £ 3 z — f(z) € R
est convexe si V(z,y) € E x E, YA €[0,1] on a

FOz+ (1= Ny) <Af(@) + (1= N f(y)

Théoréme 4. — Soit E conveze de R™ et E 5 x — f(x) € R application deuz fois
différentiable. Les propositions suivantes sont équivalentes

1. f est convexe

2. V(z,y) € E?, f(y) > f(z) + (V)" (y —x)
3. Vr e E, V2f(x) >0

Théoréme 5. — Pour une application convezxe définie sur un ensemble conveze, tout
minimum, local est global.

Démonstration. — Soit £* minimum local de f. Je > 0 tel que Vz tel que ||z — z*|| <
€, f(x) > f(a*). Pour tout z € E on peut construire, par convexité de E, E 3 z* =
(1—-a)z* +az, avec a €0, 1] tel que ||z® — z*|| < e. On alors f(z*) < f(z*). Or, par
convexité de la fonction f on a f(z®) < (1 — «)f(z*) + af(x). Apreés simplification,
il vient f(z*) < f(x). O

Théoréme 6. — Soit f une fonction convexe deux fois différentiable. Une condition
nécessaire et suffisante pour que x* € Q C R™ avec Q conveze soit un optimum global

est que
Vf(z")=0

Théoréme 7. — Soit E C R™ convezxe fermé. Soit E > x — f(x) € R continue
et conveze telle que pour toute suite (u™)nen telle que lim, ., ||[u™|| = 400 on a
lim,, o0 f(u™) = +00. Il existe une solution au probléme min,cg f(x).

1.1.5. Notions avancées. — On introduit ici la notion de convexité forte qui per-
mettra de prouver la convergence de certains algorithmes de résolution de problemes
d’optimisation.

Définition 9. — Soit E C R™ convexe. On dit que E 3 z — f(z) € R est fortement
convexe (a-convexe) si et seulement si Ja > 0 tel que V(z,y) € E x E

f<$;y> @+ a z —y|?

- 2 8”
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Théoréme 8. — Soit f une application différentiable de Q dans R, et o > 0. Les
propositions suitvantes sont équivalentes

— f est a-conveze sur <)
—V(w,y) € Q2 fy) > f(@)+ (VI(@)"(y—2) + § l|lz - y||”
= V(z,y) € 22, (V)" = (VW) (@ —y) 2 allz —y|”

C’est souvent la derniere écriture qui est la plus utile dans les démonstrations.
Pour I’étude des propriétés des algorithmes on caractérise les vitesses de convergence
comme suit.

1.1.6. Vitesses de convergence. — Soit une suite de valeurs (xy)ren convergeant
vers z*. On dira que cette suite converge linéairement, si 3Ir €]0, 1] tel que pour k
suffisamment grand
[#xr — 2| < v ek — 27|
On dira que cette suite converge super linéairement, si pour k suffisamment grand
i {|zepy =2} /|2y, — 27 =0
On dira que cette suite converge de fagon quadratique si 3M > 0 tel que, pour k
suffisamment grand
k1 —2*|| < M ||zy, — 2|

1.2. Méthodes numériques de résolution sans contraintes

1.2.1. Méthodes sans dérivées. — Il est possible de résoudre des probléemes (sim-
ples) d’optimisation avec peu de connaissance de la fonction. On propose ainsi une
méthode n’utilisant que la possibilité d’évaluer la fonction.

Définition 10. — On dit que f : R — R est unimodale sur un intervalle [A, B] si
elle admet un minimum z* et si Voy < 2 dans [A4, B] on a

1. o < z* implique f(z1) > f(x2)

2. z1 > z* implique f(z1) < f(z2)

Autrement dit, f possede un minimum global unique mais n’est ni nécessairement
continue ni différentiable partout. Une conséquence de la propriété d’unimodalité est
que si on divise l'intervalle [A, B] en 4, il existe toujours un sous-intervalle qui ne
contient pas 'optimum.

1.2.1.1. Méthode de dichotomie. — Parmi les 4 intervalles précédents choisis de
longueur égales on peut toujours en supprimer 2. L’intervalle de recherche est alors
divisé par 2 a chaque itération.

1.2.1.2. Section dorée. — Au lieu de subdiviser en 4 intervalles, on utilise 3 inter-
valles. A chaque itération on peut exclure I'un des 3 intervalles. De manieére a réutiliser
les calculs entre deux itérations, il faut choisir une méthode de découpage utilisant
le nombre d’or. On vérifie qu’il faut diviser l'intervalle de recherche a l'itération i
[Ai; Bz] suivant [AZ, Az + (1 — T)(Bi - Az), Az + T(BZ - Ai); Bz] ourT = (\/5 - 1)/2
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1.2.1.3. Comparaison de Ueffort numérique. — Les deux méthodes de division en
sous-intervalles convergent vers I'unique minimum z* quel que soit l'intervalle de
recherche de départ [A4, B]. On peut s’intéresser & leur efficacité en terme de nombre
d’itérations. Pour obtenir un effort de réduction de l'intervalle de recherche initial de
1072, 1073, 107, on doit faire le nombre d’appel & la fonction f suivant: 17, 23, 42
pour la méthode de dichotomie et 13, 18, 31 pour la méthode de la section dorée. La
méthode de la section dorée est plus efficace mais moins triviale & mettre en ceuvre
que la méthode de dichotomie qui lui est souvent préférée.

1.2.2. Méthode utilisant la dérivée. — On suppose désormais pouvoir calculer
la valeur de la fonction ainsi que son gradient. Partant d’une valeur initiale z°, on va
mettre & jour une estimation 2* de 'optimum recherché z*.

1.2.2.1. Idée des méthodes de descente. — Entre deux itérations k et k + 1 on fait
évoluer I'estimée de I'optimum z* suivant la formule

R L

ol I¥ € R est appelé pas et p* € R™ est une direction. Si par exemple on choisit
p¥ = —V f(2*) on obtient alors pour une fonction différentiable

F*) = flan) = 1|V ()] + o(1%)

On peut donc espérer une décroissance des valeurs de la fonction entre deux itérations,
d’oti le nom de méthode de descente. On constate qu’une regle simple de pas constant
produit souvent une bonne décroissance au début des itérations suivi d’une relative
stagnation des valeurs de la fonction cout. En cherchant a améliorer la méthode, on
réalise rapidement qu’il est important de bien choisir I¥.

1.2.2.2. Gradient a pas optimal. — L’algorithme suivant possede de tres intéressantes

propriétés de convergence.

Algorithme 1. — A partir de 2° € R™ quelconque, itérer
aF = ok PV f(2")

ou ¥ = argminp f (2% — IV f(2)).

Théoréme 9. — Si f est a-convexe, différentiable et de gradient V f Lipschitzien
sur tout borné (c.-a-d. YM > 0, 3Cy > 0 tel que ¥(z,y) € R™ x R™, ||z + |ly|]| < M
implique ||V f(x) = Vi)l < Cumllx—yl|) alors Ualgorithme 1 du gradient & pas
optimal converge vers l'unique solution x* du probléme d’optimisation mingcgn f(x).

Démonstration. — La fonction R > [ +— g(I) = f(2¥ — IVf(2¥)) est a-convexe
et dérivable sur R. On suppose qu’a litération k, Vf(z*) # 0. Le probleme
d’optimisation min;cg f(z¥ —IV f(2*)) a une solution unique caractérisée par Vg(I) =
0. Cette équation s’écrit

VMV fab -1V @) =0
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On s’apercoit ainsi que deux directions de descentes successives sont orthogonales.
Entre deux itérations on a donc

Vf(xk+1)T(£L‘k+l _ J)k) =0

car I # 0. On déduit alors de Pa-convexité de f

J@*) = F@H) + 5 ok - ot
Donc

a
1 —
) :
La suite de réels (f(z")), y est décroissante, minorée par f(z*), elle est donc con-
vergente. On en déduit que, par (1),

lim ||gckJr1 — ka =0
k—+o00

251 = 2F||* < flat) - pat

D’autre part, (f(z*)) wen st décroissante, minorée par f(z*), elle est bornée. Il existe
donc M € R tel que

M2 f@") = f@*) + 5 [|oF =2

ou la derniere inégalité provient de I'a-convexité de f. La suite (xk)k cny st donc

bornée. Utilisons maintenant que le gradient V f est Lipschitzien sur tout borné.
Cy > 0 tel que ||V f(z*) = Vf(@F)|| < Cu ||a*™ —2F||. Par 'orthogonalité
entre les directions de descente entre deux pas successifs, il vient alors

(195 + 95 ]7) " < ur s+ — 2|

Par passage a la limite on a alors

lim [|[Vf(@")| =0

k— o0
Enfin, en utilisant une derniere fois I’a-convexité de f, on a
[V7) o - o] > (V7(4) - 91T @ - o) 2 a [l - o*|
D’ou )
k
< Ljwsen)|

ka —z*
Par passage a la limite on a alors
lim z, ="
k——+o00

O

L’algorithme du gradient a pas optimal posseéde donc une intéressante propriété de
convergence mais comporte dans chaque itération une recherche de pas optimal. C’est
un probléeme mono-dimensionnel qui peut étre traité par les méthodes de dichotomie
ou de section dorée. Cette résolution itérée peut étre cotliteuse en calculs et on lui
préférera souvent une des méthodes de recherche linéaire présentée dans la section
suivante.
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1.2.3. Recherche linéaire. — L’idée générale consiste a proposer une méthode de
sélection du pas I¥ qui permette de prouver la convergence

kgrfoo f(xk) - 07

d’avoir une bonne vitesse de convergence, et qui soit simple a implémenter.

1.2.3.1. Conditions de Wolfe. —

Définition 11. — On appelle condition d’Armijo (de parametre ¢;) sur les itérations
(2%, p* 1¥)ren Uinéquation

(2) Ft +177) < f(a®) + eV f ()Tt

Définition 12. — On appelle condition de courbure (de parameétre cg) sur les itéra—
tions (2%, p*, I*)ren I'inéquation

(3) Vf(a* + 158 Tp" > eV ()T

Dans la suite on utilisera les deux conditions précédentes pour des parametres
0 < ¢1 < ¢co < 1. La premiere condition autorise des pas grands mais pas trop
(en pratique ceci évite les “rebonds” au cours des itérations). La deuxiéme condition
permet d’éviter les pas trop petits.

Définition 13. — On appelle conditions de Wolfe, les conditions (2) et (3) avec
O0<ci <cep <1

Théoréme 10. — Soit R™ > = +— f(z) € R différentiable. Soit p* direction de
descente en x* telle que f est bornée inférieurement sur la droite {x;, + Ip*,1 > 0} C

R™. Il existe un intervalle [l1,12] tel que tout I € [l1,ls] satisfait les conditions de
Wolfe.

Démonstration. — La fonction R > [+ f(z* + Ip*) est bornée inférieurement donc
pour tout 0 < ¢; < 1, l'ensemble {f(z%) + le;Vf(2®)Tp*,1 > 0} C R contient
f(z¥ +1p*). Notons I’ > 0 la plus petite valeur de [ telle que f(z*)+1c;V f(z*)TpF =
f(z¥ +1p*). La condition d’Armijo (2) est toujours satisfaite pour /| < I’. Par le
théoréme des accroissements finis appliqué & la fonction différentiable [0,1'] 5 [ —
fzF+1p%) e R, A" € [0,1'] tel que f(zF + I'pk) — f(aF) = UV f(z* +1"p*)TpF. On
a alors
Vfr+ l//pk)Tpk = V") Tk > eV f(2®)Tp"

Cette inégalité étant stricte, elle reste large dans un voisinage de " ce qui garantit
qu’il existe un intervalle non vide autour de I dans lequel [ satisfait également la
condition de courbure (3). O

On va maintenant chercher & prouver la convergence de ’algorithme de descente
utilisant la recherche linéaire qu’on vient de présenter. + cette fin, nous allons utiliser
le théoreme suivant
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Théoréme 11 (Zoutendijk). — Soit une séquence (z*, p¥,1¥)ren vérifiant xF+1 =
xF + 1FpF satisfaisant les conditions de Wolfe. On définit
i v/ kNT .k
cosOF = % >0
IV f @) HP* I

(c.-a-d. le cosinus de l’angle entre la direction de recherche et la plus grande pente).
Si f (supposée différentiable) est bornée inférieurement et si V f est Lispchitzien alors

Zcos2 ok HVf(nck)H2 < +00
keN
En corollaire limy,_, o, cos? 6% HVf(a:k)H2 =0.

Démonstration. — D’apres la condition de courbure, on a

VDT > eV (") Tt
et donc

(V@) = V()" > (o = )V f (") p"
Or z — Vf(x) est Lipschitz, donc 3L > 0 tel que
[5G = Vs < jat+ -t
1l vient donc LiI* Hp"?H2 > (ca — 1)V f(2*)Tp* et donc
_ ENT K
ps 2= DVIENT
Lp*|

D’apres la condition d’Armijo, on a alors

Flab + 1) < faby + 22 =D (DY)

2
L (Pl
Une sommation terme & terme donne alors
L k+1 k 2 pk INTE:
mZ(ﬂx )= f(@*)) 2 Y cos® 0 ||V (")

keN keN

La suite de réels (f(z*))
En conclusion

ren €st décroissante, bornée inférieurement, elle converge.

Z cos? F HVf(xk)HQ < 00
keN
O
On utilise le théoreme de Zoutendjik en choisissant p* = —V f(2*). On a alors, pour

tout k € N, cos 0¥ = 1. La série
2
> IviEh)]
kEN
converge donc pour tout algorithme de gradient satisfaisant les conditions de Wolfe

et on a la convergence

i 774 =0
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1.2.3.2. Résultats de convergence numérique. — Si on applique 'algorithme de gra-
dient avec régles de Wolfe a la fonction R" 3 o — 1/227Qx — b2 avec Q matrice de
M, (R) symétrique définie positive et b € R™ on peut montrer la convergence

)\n_)\l 2 k *\T k *
w) (z ") Qz z")

ol A; et A\, sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs propres
de Q. Les performances se dégradent donc avec le conditionnement du probleme.

(.’L‘k+1 —x*)TQ(xk'H —.’E*) < (

1.2.4. Méthode utilisant le Hessien: méthode de Newton. — Autour de z*,
une approximation de f supposée deux fois différentiable est

q(z) = f(a*) + V(@) (@ — ") + %(I ="V f(ah) (@ — F)

Si V2f(z*) > 0 alors R™ > z + g(z) € R est strictement convexe. Son minimum est
donc atteint en un point x tel que Vg(x) = 0 c.-a-d.

Vi) + V2 f(@")(z —a*) =0

qui donne r = z¥F — (VQf(ack))_1 Vf(2*¥) La méthode de Newton consiste & itérer
le calcul précédent. A chaque étape on doit effectuer 0(n3) calculs dont la majeure

partie est due & l'inversion du Hessien de f en z*.

Algorithme 2. — A partir de z° € R™ quelconque, itérer
xk+1 — l'k _ (v2f(xk))*1 Vf(xk)

Théoréme 12. — Soit R™ 3 x — f(x) € R deux fois différentiable, possédant un
unique minimum global x* tel que V2f(z*) est définie positive (on note A > 0 sa
plus petite valeur propre) et tel que R™ > z +— V2f(z) € M,(R) est localement
Lipschitz au voisinage de x* (on note C' sa constante Lipschitz). L’algorithme 2 de
Newton converge quadratiquement vers x* si on linitialise en un point z° tel que
2 = 2" < 35

Démonstration. — D’apres la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a la
fonction ¢ + V f (2 + t(x* — 2¥)), on a, en utilisant V f(z*) = 0,
1
—Vf(ah) = V2f(a*)(z* — 2F) = / (V2 f(z® + t(z* — 2¥)) - V2f(xk)) (z* — 2*)dt
0

D’autre part, si 2* est suffisamment proche de z* (c’est vrai pour k = 0 et le restera
par récurrence par 1’équation (7)), la condition de Lipschitz donne qu’il existe C' > 0
tel que

||V2f(mk +t(z* — xk)) — VQf(xk)H <C ||a:* — ka t
On peut donc déduire
(4) |-V () = V2 ()@ - ab)|| < ‘)

||x* —x

¢
2
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L’itération de l'algorithme de Newton donne x*¥ = z¥+1 + V2 f(2*) "1V f(2*). Apres
substitution et simplification dans (4) on a

C
Hv2f($k)(m* _ $k+1)H < 5 ’ ¥ — ka2

Il s’agit maintenant de faire apparaitre V2 f(z*) qui est la quantité sur laquelle porte
I’hypothese. Une inégalité triangulaire donne

||V2f(f£*)(f£* o xk+1)|| S ||V2f(xk)(:r* o karl)H
+[[(V2f (") = V2 f (")) (@ — )|
A Paide des majorations précédentes on a alors

6 Ve - < Sl - ol

* — .’L'k|| ||.’L'k+1 —z*

Notons maintenant A > 0 la plus petite valeur propre de V2 f(z*). L’inéquation (5)
donne alors

(0 Mt =] < S [l — b O

¥ — l'kH ||£L’k+1 —z*

Ona [|z* —2*| < % Pour tous les indices p > k suivants on encore ||a? — z*| <
En effet on peut tirer de (6) que

P23
3C"

* * C * 2
A= Clla* —a"[) [la**! = 27| < 5 " — "]

d’ou ||a:k+1 — x*” < % Finalement 1'inéquation (6) donne donc la convergence
quadratique

3C 2
k+1 * k *
(7) e S N |
O
1.2.5. Méthode de quasi-Newton. — Cette méthode ne requiert que I’évaluation

de la fonction et de son gradient. Elle s’avére en pratique souvent aussi performante
que la méthode de Newton dans le calcul de la direction de descente. Au lieu de
calculer cette direction par la formule p* = —V2 f(2*)~1V f(2*), on utilise une formule

k kY1 k
p* =~ (B*)  Vf(")
ot B¥ est une matrice symétrique définie positive qu’on va mettre & jour au cours des
itérations.
1.2.5.1. Approximation de la fonction cout. — A Ditération k on dispose d’une esti-

mation de optimum z*, et on forme la fonction

1
R" 3 p — mF(p) = f(a*) + V(") p+ §pTB’“p €R

Le minimum de cette fonction est atteint en p* = — (Bk) ! V f(z*) et peut permettre
de former une nouvelle estimée de I'optimum

ZF L = gk g ek
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oi1 I¥ peut étre choisi par les conditions de Wolfe (par exemple).

On va chercher & introduire les modifications du gradient entre les itérations (cour-
bure) dans la mise & jour de B*. Le nouveau modele autour de l'estimation xzF+!
est 1

R™ > p > miH(p) = f(*) + V(@) p+ op B p e R

On va faire coincider le gradient de m*+1 avec celui de f qu’on a évalué aux itérations

x¥ et z¥*1. Par construction, Vm*+1(0) = V f(z**+1). D’autre part, 'autre gradient
recherché Vm*+1(—1kpF) = V f(2*+1) — (¥ B*+1pF. On utilise désormais les notations

sk = gl _ gk

Yt = V) - V")
On a donc a résoudre
Bl+lgh —
Il n’est pas toujours possible de résoudre cette équation dont I'inconnue B*t! est &
rechercher symétrique définie positive. Une condition nécessaire et suffisante pour que
cette équation posséde une solution symétrique définie positive est que

(s)Ty* >0
ce qui peut se réécrire (xF 1 — 2F)T(V f(2F+1) — V f(2*)) > 0. On pourra éventuelle-
ment chercher & imposer cette condition au moment de la recherche linéaire. Cette

condition sera toujours remplie si la fonction f est a-convexe. Les conditions de Wolfe
garantissent que cette condition est remplie. En effet on a

vf(xk+1)Tsk > CQVf(Ik)TSk

d’apres la condition de courbure. Ceci implique bien (s¥)Ty* > (co—1)I*V f(2*)Tpk >
0 car on utilise un algorithme de descente.

1.2.5.2. Approzimation optimale du Hessien. — Notre but était de définir B**!, on
sait qu’on peut toujours le faire par les conditions de Wolfe. On va maintenant rendre
ce choix unique. En 'état actuel on a w coefficients et n équations ainsi que n
inégalités (provenant de la contrainte que 'approximation doit étre positive définie).
On peut montrer que ces inégalités possedent des solutions. Pour définir de maniere
unique notre solution, on va chercher & s’approcher le plus possible de B* au sens

d’une certaine norme. Introduisons a cet effet la définition suivante.

Définition 14 (Norme de Frobenius (pondérée)). — Soit A = (a;;)i=1..n j=1...
une matrice de M, (R) et W une matrice définie positive de M,,(R). On définit || A]|y;,
la norme pondérée de Frobenius par 1’égalité suivante

1Al = [w/zawr2|

ou [|Al|p = Zi:l...n,j:l...n afj

Dans notre cas, nous allons choisir W matrice de pondérations telle que Wy* = s*,

par exemple W1 = fol V2 f(z* 4 71*pF)dr qui est la moyenne du Hessien le long du
chemin de la derniére itération.
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En utilisant cette norme on résout le probléeme d’optimisation (d’inconnue B) suiv-
ant

(8) min B — BF
i, B84,
Bst = yF
Proposition 1. — Le probléme d’optimisation (8) posséde une unique solution B*
qui est

B* = (I ="y (") )BH (I = 7"s"(y")") + 79", 0an® =1/((4")"s")
La précédente formule sera utilisée comme mise a jour du Hessien dans ’algorithme
DFP (Davidson, Fletcher, Powell).

1.2.5.3. Calcul itératif de l'inverse de l'approximation du Hessien. — La quantité que
nous utilisons dans les algorithmes de quasi-Newton est I'inverse du Hessien (B*)~!
et non le Hessien lui-méme. Pour calculer cet inverse de manieére efficace on peut
utiliser la formule issue de la proposition suivante

Proposition 2 (Formule de Sherman-Morrison-Woodbury)
Soient A une matrice de M, (R) inversible, U et V' deuzx matrices de M, »(R),
1<p<n. Ondéfinit A=A+UVT. Si A est inversible alors

i (-1)
(9) ACY = ACD = AU (1) + VT ACIT) VT ACD

Lorsqu’on met a jour 'approximation du Hessien par la formule de la proposition 1
on a

(10) B = (I =+ y"(s")T)BE (I —4"s"(y")T) + 2 9" ()"
Il lui correspond la mise a jour de l'inverse
(11)

(B = (89 -

kYL ke, kNT (k) ~1 1 k( kT
(BN (BY) ) st ()
(v")T (BY) "y ()" 5"
L’équation (11) redonne bien (10). Cette derniére équation fait apparaitre une forme
factorisée et un terme de mise a jour UVT en notant U = (féUl, %Ug) et V =
(U1, Us) avec
Uy = (BN ™1y
U2 = Sk
a=(y")"(B*)" 1y
b=(y")"s"

En utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury (9), il vient alors

BFt! = B¥ — B*U (I1o) + V' B*U) VT B*
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Apres quelques lignes de développement, on obtient
B =Bk 4 (442K (s7)T BR gk (%) T
— ARyl ()T BE _ kBl gk(ykVT (k)T ok
= (I =~"y* (")) B¥ (I = %" (")) + " ()"
qui est bien (10).

1.2.5.4. Mise en ceuvre. — On retiendra deux formules possibles pour la mise a jour
de l'inverse de lapproximation du Hessien: la formule DFP (11) et la formule BFGS
(Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) suivante

(12) (Bk+1)71 — (I _ ’}/ksk(yk)T) (Bk)fl (I _ ,kak(sk)T) + ’Yksk(sk)T
qui correspond a la résolution du probleme

min . ||B*1 — (Bk)*1||W

Sy

ot 7 = 1/((y")"s").

Algorithme 3 (Algorithme de BFGS). — A partir de z° € R™ quelconque, et
de HY = I(n) (d’autres choix de matrice définie positive sont possibles) itérer

pF = —H*V f(a)
T = 2% +1%p*, 1¥ satisfaisant les conditions de Wolfe
gk — phHl _ ok
Yt = VI = V")
(Bk+1)71 _ (I _ ,yksk(yk)T) (Bk)fl (I _ ’kak(sk)T) + ,yksk(sk)T
R — (Bk+1)—1
Théoréme 13. — Soit R" 3 z — f(z) € R deux fois différentiable telle que la ligne

de niveau £ = {x/f(x) < f(a°)} est conveze et qu’il existe des constantes positives
m et M telles que Vz € R"™ et Vx € L

2 2
m|2|* < 2TV f(x)z < M |2]]
L’algorithme 3 de BFGS converge vers l'unique minimum z* de f.

Théoréme 14. — Awvec les hypothéses du théoréme précédent, si de plus V2 f(x*)
est localement Lipschitz alors la convergence de l’algorithme 3 est superlinéaire.

1.2.6. Méthode du gradient conjugué. — L’algorithme que nous présentons
dans cette section possede deux intérets. Il permet de résoudre des systéemes linéaires
strictement positifs de grande taille et il sert d’algorithme de base pour la résolution
itérée de problemes d’optimisation non linéaire.
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1.2.6.1. Fonctions quadratiques. — Résoudre le systeme linéaire Ax = b ou A €
M, (R) symétrique positive définie, z € R™, b € R™ est équivalent & résoudre le prob-
leme de minimisation de ¢(z) = 327 Az —bTx. Ces deux problemes ont effectivement
une méme solution unique. En tout point x qui n’est pas cette solution, on note le
“reste” r(x) = Az — b = V¢ qui est non nul.

Considérons maintenant la définition suivante

Définition 15 (Directions conjuguées). — Un ensemble {p°,p!, ..., p'} de vecteurs
de R™ est dit A-conjugué si Vi # j, (p')T Ap? = 0.

Une telle famille est libre. Un exemple d’une telle famille est donnée par une famille
de vecteurs propres orthogonaux de A.

1.2.6.1.1. Minimisation suivant les directions conjuguées. — Considérons une séquence
(13) gFHL = gk R

ot les suites (z¥)ren et (p*)ren sont des suites de vecteurs de R™ et la suite (I¥)gen
est une suite de vecteurs de R. On a alors

¢(Ik+1) — d)(xk 4 lkpk) — ¢(zk) 4 lk(xk)TApk o prklk + % (lk)2 (pk)TApk

Cette expression définit une fonction convexe de la variable I*. Son unique minimum
est obtenu pour

14 e bTpk — (2)T Apk B (k)T pk
(p")T ApF (p*)T Ap*
ott 7% = r(zk).
Théoréme 15. — Quel que soit 2° € R™, la séquence générée par (13), ou ¥ est

donné par (14) et ou {p°,p',...,p" "1} est une famille de n directions A-conjuguées,
avec A € M, (R) symétrique définie positive, atteint la solution x* de Az =b en au
plus n étapes.

Démonstration. — Les directions p®, p', ..., p” ! sont linéairement indépendantes donc

elles engendrent R™. Il existe donc n réels ¢, ...,c™ ! tels que
ot -2 =% + . 4ot
En multipliant & gauche cette égalité par (p*)? A il vient, pour tout k = 0,...,n — 1,
T G
(p™)T ApF

k:lk

Nous allons maintenant montrer que o . En k étapes on calcule

Sﬁ'k _ .'170 + ZOPO N lk—lpk—l
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tel que (pF)T A(x* — 2°) = 0. 11 vient donc
(pk)TA(;E* _ 1,0) _ (pk)TA(l‘* _ LEO _ ,Ik —|—£EO)
= (M)A oY)
= (") (b—A*) = —(p")"r"

pk TTk

k— ~ T ARE = I* d’ott 2™ = x*. Ceci prouve qu’on a trouvé la décomposition

d’ou o
- C . - . .
de z* dans la base p°, p', ..., p" ! en minimisant successivement suivant les directions

conjuguées la fonction quadratique ¢(x) = %;vTA;v — b7z O

Théoréme 16. — Quel que soit x° € R™, la séquence générée par (13), ou I* est
donné par (14) et ou {p°,p',...,p" "1} est une famille de n directions A-conjuguées
avec A € M, (R) symétrique définie positive, posséde les propriétés suivantes

1. (r")Tp’ =0 pour tout k =0,...,n—1, et tout i =0, ...k — 1

2. 2% est le minimum global de R™ > x v ¢(z) sur lespace affine {x = z° +

k=1 j _
im0 WP, (10 i) € RFY
Démonstration. — De maniere générale, T la combinaison linéaire
i=a"+a%" + .. +a !
procurant la plus petite valeur de R™ 3 x — ¢(x) est telle que
Vo(z)'p' =0

pour tout i = 0, ...,k — 1, c-a-d. 7(2)Tp’ = 0.

Prouvons maintenant le premier point du théoreme. Le premier point z! calculé
par la séquence k = 1 est obtenu en calculant

19 = argmin; ¢(z° + 1p°)
On a donc Vé(x!)Tp® = 0. Raisonnons maintenant par récurrence. Supposons qu’on
ait établi pour un certain k > 1
(rF=DTpt = 0,Vi=0,....k — 2
Calculons maintenant (7%)7p’ pour tout i = 0, ...,k — 1.
Tk _ A$k _p= A(Jfk71 + lkflpkfl) _b= ,r,kfl + lk*lApkfl
d’ot
(,rk)Tpkfl _ (,rlcfl)Tpkfl + lkfl(pkfl)TApkfl

k—1\T k—1
or [F~1 = —(1()2_1)% d’ou (rF)Tpk=1 = 0. D’autre part, pour i =0, ...,k — 2,

(rk)Tpi — (Tlcfl)Tpi + lkfl(pkfl)TApi =0
Ce qui acheve de prouver le premier point du théoréme.

Pour prouver le second point du théoreme il suffit d’expliciter le gradient de
I'application R* > 1 — ¢(z% + 1% + ... + [¥=1pF=1). Sa i-eme coordonnée vaut
Vo(z*)Tpt = (rF)Tp = 0 quel que soit i = 0,...k — 1. Donc le deuxieme point est
prouvé. O
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1.2.6.1.2. Calcul des directions conjuguées. — On peut construire une base de vecteurs
propres orthogonaux car A est symétrique. Ces vecteurs sont par construction A-
conjugués et constituent un choix possible de directions conjuguées. Mais le calcul
de ces vecteurs est en général tres cotteux en temps de calculs. En fait on peut cal-
culer les directions conjuguées au fur et a mesure qu’on en a besoin par la récurrence
suivante

P = —rF 4 gpk-1

qui s’interprete comme 'opposé du gradient au nouveau point altéré par la direction
précédente. Pour que p* et p*~! soient des directions A-conjuguées on choisit

(’l"k)TApk71

1) = A

La direction p* est également A-conjuguée avec les directions p* pour i = 0, ..,k — 2.
Pour démontrer ce résultat on utilise la proposition suivante

Proposition 3. — Avec les notations précédentes, si x* # x* alors les propriétés
suivantes sont vérifiées
1. (r")Trt =0, pour tout i =0,....k — 1
2. Vect(rO,rt,....,r%) = Vect(r®, Ar?, ..., Akr9) (ce dernier sous espace est dénommé
sous-espace de Krylov)
3. Vect(p®,p, ..., p*) = Vect(r®, Ar0, ..., Akr0)
4. (P")T Ap* =0 pour tout i =0,....k — 1

On peut calculer
()" Ap* = —(p") T Ark + F(p")T ApF Tt = —(p")T ArF

On sait d’apres le théoreme 16 que (r¥)Tp? = 0 pour tout i =0, ...,k — 2. Or d’apres
les points 2 et 3 de la proposition 3 on sait que

Apt € AVect(r?, Ar®, ..., AY) = Vect(Ar°, A%r0, .., A 10) € Veet(p°, p', ..., p" ™)

Donc il existe un vecteur (72, ...,7t1) € R¥*2 tel que

i+1
() Ak =Y A () Tr* =0
=0

quel que soit i = 0,...k — 2. En conclusion, les directions {p°, ...,p¥} sont A-
conjuguées.

On peut en outre simplifier les expressions (14) et (15) en tirant partie des pro-
priétés de la famille (r);—o 1 avec r*. On obtient alors

* — (Tk)Trk 6k+1 _

()T AR

Une fois ces simplifications effectuées on aboutit a I’algorithme suivant

(,,,k+1)T,rk+1

(16 TR
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Algorithme 4 (Algorithme du gradient conjugué). — A partir de z° € R
quelconque calculer % = Az® — b et p° = —¢Y. Ttérer
b (rk) Tk
WA

gF L = gk R

,rk—i-l _ Tk + lkApk

gl — Hrk—HH2
[
PP = kL | ghelpk

On peut caractériser la vitesse de convergence de ’algorithme 4.

Proposition 4. — Soit A € M, (R) symétrique définie positive, K(A) = i—i le
rapport entre la plus petite et la plus grande des valeurs propres de A (aussi appelé
nombre de conditionnement). Les itérations de l'algorithme 4 du gradient conjugué
appliqué a R™ 3 x — ¢(x) = %ITAI —bT2z € R avec b € R™, vérifient l'inégalité

ka —z*

2
K(A) -1
P A GO |z —2*|
VEK(A)+1
Il est possible d’améliorer cette vitesse de convergence par une technique de précon—
ditionnement utilisant un changement de variable linéaire, on se reportera a [25] pour
un exposé de ces techniques.

1.2.6.2. Application auz fonctions non lin€aires. — Lorsque la fonction a minimiser
n’est pas quadratique, on ne peut pas calculer explicitement le pas optimal le long
d’une direction de descente et la notion de “résidu” n’a pas le méme sens. On peut
néanmoins transposer les idées de l'algorithme du gradient conjugué de la maniere
suivante

Algorithme 5 (Algorithme de Fletcher-Reeves). — A partir de 2° € R" quel-
conque calculer 9 = f(z%), 70 = Vf(2°) et p° = —r0. Itérer

1. Choisir I* par une recherche linéaire dans la direction p*

2.
xk-i—l _ xk + lkpk
,,,k—i—l _ Vf(.’tk+1)

I+

2
[I7*]

PRl — gkl ghL R

5k+1
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Tout comme I’algorithme de gradient conjugué, I'implémentation de cet algorithme
ne requiert que peu de calculs et peu de mémoire quelle que soit la taille du sys-
teme. Pour assurer la décroissance entre deux itérations, on utilisera dans la recherche
linéaire les conditions de Wolfe (voir définition 13) avec typiquement des parametres
0<01<CQ<1/2.

Une amélioration pratique de cet algorithme est

Algorithme 6 (Algorithme de Polak-Ribiére). — A partir de 2° € R" quel-
conque calculer f0 = f(20), r* = Vf(2?) et p° = —r°. Itérer choisir I* par une
recherche linéaire dans la direction p*

2t = gk o Rk

Pl vf(xk+1)

(,rk+1)T(,rk+1 _ ,rk)
I

pEHL = _phHl  ghtlh

ﬁk—l-l —

Les conditions de Wolfe peuvent également étre utilisées mais n’assurent pas la
décroissance.

Proposition 5. — Soit R™ 5 z — f(x) € R deux fois différentiable possédant un
unique minimum x* tel que V2 f(x) est défini positif. Les itérations des algorithmes 5
et 6 avec recherche linéaire exacte (c.-a-d. que I*¥ minimise f(x* + I*p*) a chaque
itération) satisfont

1.3. Principes de 'optimisation sous contraintes

1.3.1. Contraintes égalités. — On s’intéresse désormais au probleéme de la min-
imisation dans R"™™ n 4+ m < oo d'une fonction différentiable (fonction coiit)
R™™ 35 (z,u) — f(z,u) € R sous la contrainte c(x,u) = 0 définie par une fonc-
tion différentiable ¢ : R"*™ 3 (x,u) + ¢(x,u) € R™ localement inversible par rapport
a la variable z. En d’autres termes x est localement déterminé par w par la relation
c(z,u) =0:

(17) min f(z,u)

c(z,u)=0

Une condition suffisante par le théoreme des fonctions implicites est que le Jacobien
partiel % est inversible au voisinage des points tels que ¢(x,u) = 0. On supposera
cette condition réalisée.

Ce probleme revient & chercher un minimum de f sur 'ensemble {(z,u) = ¢~1(0)}
qui est un fermé de R"™™. Cet ensemble ne contient pas de voisinage de tous ses

points. Ainsi, tout déplacement infinitésimal autour d’un des points de son bord ne



1.3. PRINCIPES DE L’OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES 19

fournit pas nécessairement de point admissible. Les conditions d’optimalité en seront
donc modifiées.

1.8.1.1. Elimination des variables. — Dans cette approche on calcule la variation de
la fonction colt en préservant la contrainte. Une variation (dz,du) € R" ™™ entraine
une variation

5f L9 s
SFf v =2
U au
Maintenir la contrainte ¢(x + dx,u + 5u) = 0 impose
6 Oc

Par hypothese 5. est inversible. On peut donc établir

of Loc  of
of~ ( Oz <8x> %+ 8u>
et a la limite

of Af (9c\ "' oc  of
18 — = et
(18) <6u>6_0 Ox <8x> ou + ou
On remarquera que la variation de f en maintenant la contrainte est différente de la

variation de f sans maintenir la contrainte (dernier terme de la précédente équation).
On peut étendre la définition 6 a notre cas.

Définition 16. — On dit que (z*,u*) est un point stationnaire de f sous la con-

trainte égalité c si c(z*,u*) =0 et ( f) (x*,u*) =0.

Définition 17. — On dit que (z*,u*) € R™ x R™ est un minimum (optimum) local
de f sous la contrainte c¢(z,u) = 0 si Je > 0 tel que f(z*,u*) < f(x,u), V(x,u) tel que
Iz, u) — (z*,u*)|| < € et e(x,u) =0 (on dit que c’est un minimum local strict si la
précédente inégalité est stricte). On dit que (z*,u*) est solution locale du probleme

min T, U
c(z,u):Of( )

1.5.1.2. Equations adjointes. — Définissons le Lagrangien du probléme (17) en ad-
joignant les contraintes a la fonction coit:

(19) R 5 (z,u, \) = L(z,u,\) = f(z,u) + \c(z,u) € R

D’apres la définition 6, un point stationnaire de £ (sans contraintes) est caractérisé
par
oL oL oL

87:7£:O’5:0

Proposition 6. — Si (z*,u*,\*) € R2"*™™ est un point stationnaire de L alors
(z*,u*) est un point stationnaire de f sous la contrainte c.
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Démonstration. — D’une part on a c¢(z*,u*) = 0. On va montrer que pour toute
variation (6x,du) € R"*™ telle que (c¢(z* 4 dz,u* 4+ du) = 0 au premier ordre on a
flz*+dox,u*+0u) = f(z*,u*) au premier ordre. Le calcul suivant permet de conclure

%(x ,ut)ox)ox + 8u(x ,ut)ou

* aC * * aC * * ~
~ = (%(I U )5x+%(:17 ,u )5u) ~ 0

fl@* + oz, u* + ou) — f(az*,u*) =~

O

1.3.1.8. Multiplicateurs de Lagrange. — Le vecteur A dans 1’équation (19) est appelé
vecteur des multiplicateurs de Lagrange. Les multiplicateurs de Lagrange apportent
beaucoup d’information sur le probleme d’optimisation sous contraintes comme en
attestent les propriétés suivantes.

Proposition 7. — Si (x*,u*, \*) € RZ"™ est un point stationnaire de L, alors
(VA (@ u") ==\ (Vo) (2%, u")

Cette proposition relie le gradient du colt et celui de la contrainte & un point
stationnaire.

Proposition 8. — Si (x*,u*,\*) € R*F™ est un point stationnaire de L, alors en
ce point
(20)
2 2 _1
T T 7\ —1 o°L 0" L _ (Oc dc
(V2 f(z,u)" (@, u") = < ot (MY )( o i (az} 7
dudx ou?

Cette derniére proposition permet souvent de lever 'ambiguité sur la nature du
point stationnaire. Les multiplicateurs de Lagrange A* interviennent dans la matrice
centrale du calcul du Hessien (20).

Définissons maintenant un probléme proche du probléme (17) en utilisant ¢ € R™.

21 min T,u
( ) c(m,u):&cf( )

On suppose que (17) et (21) possedent des solutions (z*, u*)

*

e
On note % le vecteur composé des limites des valeurs (f(z,
dc; € R correspond a la i-eme composante de dec.

t (Z, ) respectivement.
u)

— f(z*,u*))/dc; ou

Proposition 9 (coiit marginal). — Si (z*,u*, \*) € R*"*™ est un point station-
naire de L, alors
8 *
f — ()\*)T
Jdc

Cette derniere propriété permet de quantifier le colit (marginal) d’une variation de
la contrainte (relachement ou durcissement) sur la valeur de Poptimum.
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1.4. Contraintes inégalités

On g’intéresse maintenant au probleme de la minimisation dans R", n < oo d’une
fonction différentiable (fonction coiit) R™ 3 x — f(x) € R sous la contrainte ¢(z) < 0
définie par une fonction différentiable R™ 5 z +— c(z) € R™ |, m < oo (on ne spécifie
plus de variable par rapport a laquelle cette fonction sera inversible, et on ne fait pas
d’hypothese sur les entiers n et m).

22 i
(22) Join f (2)
Définition 18. — On dit que z* € R™ est un minimum (optimum) local de f sous

la contrainte c¢(z) < 0 si Je > 0 tel que f(z*) < f(z), Vo tel que ||z —z*|| < € et
c(x) <0 (on dit que c¢’est un minimum local strict si Je > 0 tel que f(z*) < f(z), Va
tel que ||z — 2*|| < € et ¢(z) <0). On dit que (x*) est solution locale du probleme

o f(z)

1.4.1. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker. —

1.4.1.1. Cas des contraintes affines. — Considérons dans un premier temps le cas
ou le vecteur c(z) est constitué de contraintes affines R® 3 z — ¢;(z) € R, pour
i=1,..,m telles que ¢(x) < 0 définit un ensemble d’intérieur non vide.

Définition 19. — On appelle cone convexe engendré par {v;,i = 1, ..., k} un ensem-
ble de vecteurs de R", I’ensemble des combinaisons linéaires & coefficients positifs ou
nuls de vecteurs de {v;,i =1,...,k}.

Les cones convexes possedent d’intéressantes propriétés. On peut établir le résultat
suivant

Lemme 1 (Farkas). — Soient {a;,i =1, ...,k} une collection de vecteurs de R™ et
g un vecteur de R™, les deuz propositions suivantes sont équivalentes

1. Il n’existe pas p € R™ tel que {ng <0 etalp >0 pour tout i =1, ,k}

2. g appartient au cone convexe C engendré par {a;,i = 1,...,k}

Démonstration. — Démontrons que la seconde proposition entraine la premiere. Sup-
posons cette seconde proposition vraie. Supposons qu’il existe A; > 0,7 =1, ..., p tels
que g = Y 7 Na;. S'il existe h € R™ tel que alh > 0 pour tout i = 1,.., p, alors on
a g"h >0 ce qui est une contradiction.

Démontrons maintenant que la premieére proposition entraine la seconde. Sup-
posons cette premiere proposition vraie. Supposons qu’il n’existe pas p € R" tel
que

g'p<Oetajp>0Vi=1,..,p

Montrons que nécessairement g € C. Supposons que ce soit faux. Définissons h la
projection de g sur C comme un vecteur h € C qui minimise la distance au carré
f(h) = |h—g||>. Un tel h existe car il est solution d’un probléme de minimisation
d’une fonction continue a-convexe sur K convexe fermé. Il n’est pas a l'intérieur
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de K car on aurait alors Vf(h) = h — g # 0. Il est sur le bord du cone et on a
nécessairement h’ (h — g) = 0. Posons p = h — g € R". Un calcul donne

g'p=9"(h—9) = (g (h—g)=—|h—gl
Or par hypothese g ¢ C. Donc h # g et donc
g'p<0
D’autre part, h € C réalise le minimum global de f(h) = ||h — g||2, Donc, quel que
soit v € C, on a pour tout a € [0, 1]
Ih = gl* < I(1 = a)h + av — g||”

< b= glI* + a® lv = b|* + 2a(h — 9)" (v — h)
On en déduit que pour tout « € [0, 1]

o?|lv—h|* +2a(h—g)"(v—h) >0

Nécessairement on a donc (h — g)T' (v — h) > 0. En conclusion, pour tout v € C, on a
pTv > 0. Cette inégalité est vraie pour le cas particulier des vecteurs a;, i = 1, ..., k.
On a donc trouvé p # 0 tel que g”p < 0 et pTa; > 0, pour tout i = 1, ..., k. C’est en
contradiction avec I’hypothése et conclut la preuve.

O

La notion de cone convexe est utilisée pour caractériser les solutions de notre prob-
leme d’optimisation.

Proposition 10. — Six* est solution du probléme (22) alors (sous les hypothéses du
paragraphe §1.4.1.1) V f(x*) est dans le cone convexe engendré par {—Ve;(x*),i € T}
o I ={i=1,..,m tel que ¢;(z*) = 0} (famille des indices des contraintes actives).

Démonstration. — On va montrer que si V f(2*) n’appartient pas au céne convexe
engendré par {—Vc¢;(z*),i € I} alors «* n’est pas minimum. D’apres le lemme 1 de
Farkas, 3h € R™ tel que Vf(z*)Th < 0 et —Ve;(z*)Th > 0 pour tout i € Z. En
suivant cette direction pour § € R il vient
f@* +hé) = f(a*) + V f(z*)hd + o(5?)
ci(z* + hé) = ci(x*) + Ve (z*)Tho, Vi € T
Donc pour § suffisamment petit
f@* + hd) < f(z*)
ci(z* +hd) <c(z*) <0,Vi=1,...m

Tout voisinage de x* contient un meilleur point que z* qui n’est donc pas minimum.

O

Dans le cas ol les contraintes R™ > z +— ¢;(x) € R ne sont pas affines, il peut
ne pas exister de direction donnée par le lemme de Farkas utilisable pour trouver un
meilleur point que z*. La courbure des contraintes peut géner une telle construction.
D’autre part, le cone convexe engendré par les contraintes actives peut dégénérer (la
frontiére peut ressembler & un point de rebroussement).
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Néanmoins, il est possible d’étendre le résultat précédent dans le cas général sous
une hypothése supplémentaires souvent peu génante en pratique.

Théoréme 17. — [Conditions KKT] Considérons un point z* € R™. Notons la
famille des indices des contraintes actives en x* parZ = {i € {1,..,m tel que ¢;(x*) = 0}}.
Supposons que x* est un point régulier pour ces contraintes, c.-a-d. que la famille
(Vei(x*))iez est une famille libre (on dit que les contraintes sont qualifiées). Sous ces
hypothéses, si x* est une solution du probléme (22) alors V f(z*) appartient au céne
conveze engendré par (—Ve;(x*))iez. En conséquence, IN; > 0,i = 1,...,m tels que
Vi(z*) ==Y \iVei(z*) et Nici(z*) = 0 pour i =1,..,n.

Ce résultat (admis, voir [23]) est une condition nécessaire aux points réguliers
candidats pour étre minimum. On calculera par les multiplicateurs de Lagrange la
combinaison linéaire qui permet d’exprimer le gradient du cout en fonction des gra-
dients des contraintes actives et on vérifiera que les multiplicateurs sont bien tous
positifs ou nuls.

En pratique on travaillera souvent avec des fonctions convexes et on exploitera le
résultat suivant

Proposition 11. — Soit le probleme d’optimisation min, <o f(x) ot les fonctions
f et c sont différentiables et convexes. On suppose qu’il existe x € R™ tel que c(x) < 0.
Les conditions KKT du théoréme 17 sont nécessaires et suffisantes pour que x* soit
un mintmum global.

1.4.2. Dualité. — Considérons le probléeme de la minimisation dans X sous en-
semble de R™, n < oo d’une fonction différentiable (fonction coiit) X 3 z — f(z) € R
sous la contrainte ¢(z) < 0 définie par une fonction différentiable R” 5 z — c(z) € R™

23 i
(23) retil<o? @)
Considérons alors le Lagrangien associé a ce probleme
(24) X x L3z, L(x,\) = f(z) + \e(x) €R
ou L C R™.
Définition 20. — On dit que (z*,\*) est un point selle de £ si 2* est un minimum
pour X >z — L(x,\*) et A* est un maximum pour L 3 A — L(z*,\) ou encore si
(25) sup L(z*,A) = L(x*, \*) = inf L(z, \¥)
AEL zeX

On a aussi pour tout = € X et pour tout A € L
L(z*,N) < L{x",\") < Lz, ")
D’apres le théoreme suivant, on peut intervertir I'ordre de la maximisation et de
la minimisation
Théoréme 18 (Théoréme du point selle). — Si (z*, \*) est un point selle de L
sur X x L alors

sup inf L(x,\) = L(x*,\*) = inf sup L(z, A
AeIL)ﬂfGX (@A) ( ) xeX}\eE (@A)
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Démonstration. — Par définition, on a
L(x,\) < sup L(z, \)
AEL
et donc

inf A) < inf A
RN S LS e

et finalement

sup inf L(x,\) < inf sup L(z, A
/\EE rzeX ( ) reX Aeg ( )

Utilisons maintenant 1’égalité du point selle (25) sur
inf sup L(x, \) < sup L(z*,\) = L(x™, \")
2€X el XeL

= A

< sup inf L(z, A
AeL TEX ( )

Finalement

sup inf L(z,\) = L(z*,\*) = inf sup L(z, A\
sup inf £, ) = £(a",X') = inf sup £(a, A

O
Lorsque (z*, A*) n’est pas un point selle, I’égalité précédente n’est pas vraie, on n’a
que

sup inf L(z,\) < inf sup L(x, A
)\ell)leX ( ) rzeX AG% ( )

on parle de “saut de dualité” lorsque les deux résultats sont différents.

On appelle probleme primal le probléme minge x maxyer, £(z, A), et probléeme dual
maxyer Mingex L£(z, A).

Les deux théoremes suivants permettent de relier notre probleme d’optimisation
sous contraintes inégalités a 1’existence d’un point selle.

Théoréme 19 (Optimalité du point selle). — Si (z*,\*) est un point selle de
L sur X x (RY)™, alors x* est solution du probléme (22).

Démonstration. — Par définition, quel que soit A € (RT)™ on a

L(z*, ) < L(x*,\¥)
Ceci peut s’écrire
(26) A =X)Te(z*) <0
En exprimant cette inéquation pour A = 0 et A = 2)\* il vient

9 e(z*) =0
Il vient aussi en exprimant le produit scalaire (26) composante par composante
c(x*) <0
D’autre part, L(z*, \*) < L(z, \*) pour tout € X. On a donc
f(@*) < fla) + ()" e(x)
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Donc pour tout € X tel que ¢(z) < 0on a f(z*) < f(z) ce qui acheve la démon-
stration. O

Sans hypothese sur la régularité des f et de ¢, on peut énoncer un théoreme analogue
aux conditions KKT du théoreme 17.

Théoréme 20 (existence de point selle). — Supposons X > x — f(x) € R et
R™ 3 2 — c(x) € R™ conveze. Soit x* solution du probléme (22) tel que les con-
traintes actives en x* sont qualifies, alors il existe un point selle (x*,\*) du La-
grangien (24).

1.4.3. Algorithme de minimisation sous contraintes utilisant la dualité. —
Les algorithmes de cette section sont des algorithmes de recherche de point selle

Algorithme 7 (Algorithme d’Uzawa). — A partir de 20 € R", \’ € R™, o €
R* quelconques, on note R™ 3 X\ — P(\) € (RT)™ la projection sur (R*)"™, itérer

résoudre min £(x, \¥), on note zF! la solution
zeR™

Nl = p (/\k + ozc(xk“))

La seconde partie de la boucle a itérer consiste a effectuer un gradient a pas constant
pour maximiser R™ 5 X\ — mingecg» £(2, A). Une variante de cet algorithme est

Algorithme 8 (Algorithme d’Arrow-Hurwicz). — A partir de 20 € R, X0
R™ quelconques, € € R on note R™ 3 X\ — P(\) € (RT)"™ la projection sur (RT)"™,
itérer

dc

Pt =gk e (Vf(:ck') + ajj(a:’“)A"')

AL = P (AR + ac(z™))

1.4.4. Méthode de contraintes actives pour les problémes de programma-
tion quadratique. — Nous allons maintenant présenter un algorithme efficace (y
compris lorsque les dimensions n et m sont grandes) de résolution de problemes de
minimisation d’une fonction quadratique sous contraintes affines.

On va traiter le cas

1
fz) = amTGx +atd

sous contraintes affines
c(z) =Az-b<0

et on cherche & résoudre le probleme de minimisation (22). On suppose que G est une
matrice symétrique définie positive de M,,(R) et A une matrice de M(m,n), avec
m > n. On notera a; la i-eme ligne de A et b; la i-éme composante de b € R™.

L’algorithme constitue et met a jour un ensemble de contraintes actives jusqu’a ce
que cet ensemble satisfasse les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du théoreme 17.
La mise a jour s’effectue en repérant des directions d’amélioration. On suit ces di-
rections jusqu’a atteindre une nouvelle contrainte bloquante. On élimine si besoin
les contraintes, pour pouvoir avancer, en vérifiant le signe de leur multiplicateur de
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Lagrange. A chaque étape k, on définit W* ensemble de travail (sous-ensemble) de
Ak ensemble des contraintes actives au point z¥. On suppose que les gradients (a;)
des contraintes de W* sont linéairement indépendants.

Algorithme 9 (Algorithme de contraintes actives QP)
A partir de W0 ensemble de travail de départ, 2% € R™ point ou les n contraintes
de A constituant W° sont actives, itérer

1. Vérifier si 2* est un minimum de f(z) sous les contraintes al'z —b; < 0,47 € W*.
Si c’est le cas I'algorithme s’achéve et z* est la solution recherchée. Sinon
continuer au point 2.

2. Résoudre min,r,_y, <o iewr f(2)

(a) Calculer une direction p* solution de min,r,—o ;cwk spTGp+(GzF+d)Tp

Tk

(b) si p* # 0 noter o* = min (1, MmN, gy e 0T pk >0 b@%)

Si o < 1 il existe un unique j réalisant le précédent minimum. Mettre &
jour Wh+L = Wk J{51.

(c) sip® = 0 calculer les multiplicateurs de Lagrange \;,i € W* du probleme
min,r, , _o f(x). Sitous ces multiplicateurs de Lagrange sont positifs
'algorithme s’acheve et ¥ est la solution recherchée. Dans le cas con-
traire éliminer de ¥ la contrainte ayant le plus grand multiplicateur de
Lagrange

Proposition 12. — Awvec les notations précédentes, l’algorithme 9 de contraintes
actives posséde les propriétés suivantes

1. On ne revisite jamais exactement l’ensemble WF.
2. La suite des directions (p*)i, € N revient n-périodiquement a la valeur p* = 0.

Démonstration. — La suite des valeurs (f(z¥))r € N est décroissante. Elle est stricte-
ment décroissante aux indices tels que a* > 0. On ne revisite jamais exactement
I'ensemble W* car 2**! est le minimum sous les contraintes d’indices éléments de
W*. La deuxieme propriété découle du raisonnement suivant. Si p* # 0 le point
zF est mis & jour. Soit le pas o utilisé dans cette mise & jour est égal & 1 et on a
obtenu un minimiseur donc p*+! = 0, soit a* < 1 et on doit rajouter une contrainte
& Pensemble W*. Au bout de | < n étapes, W¥ contient n contraintes linéairement

indépendantes. Le probléme est completement contraint et on a donc p*™' =0. O

Proposition 13. — Awvec les notations précédentes, l'algorithme 9 de contraintes
actives converge en un nombre fini d’itérations vers l'unique minimum global du prob-
léme (22).

Démonstration. — 11 existe un nombre fini de W* possibles. L’algorithme parcourt
cet ensemble jusqu’a obtenir 'optimum. O

Cet algorithme est également tres utilisé pour résoudre une successions de prob-
lemes ou une fonction colt non linéaire est approchée par son développement de
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Taylor au deuxieme ordre et ol les contraintes sont approchées par leur développe-
ment de Taylor au premier ordre. De tels algorithmes SQP (successive quadratic
programming) sont détaillés dans [16, 15].






CHAPITRE 2

OPTIMISATION DE TRAJECTOIRES

2.1. Calcul des variations

2.1.1. Historique. — Au lieu d’un nombre fini de parametres, on peut considérer
qu’il s’agit de 'optimisation d’un nombre infini de valeurs successives de la fonction
recherchée.

Ces problemes sont treés anciens. On pourra se référer a [32] pour un exposé complet
de leur historique. Le probleme de Dido est le calcul du contour de périmetre donné
enfermant aire maximale. Il date du 9eme siecle avant JC. Galilée (1588) considéra
des problemes célebres, mais la réelle percée vint de Johann Bernoulli qui mit au défi
les plus illustres mathématiciens de son époque (son propre frére Jakob, Leibnitz,
Newton). Le probleme en question était le Brachistochrone: le calcul de la courbe
permettant a un point matériel soumis a la gravité de rallier son point initial a un
point d’arrivée donné.

D’autres problemes importants sont le calcul des géodésiques, les probléemes iso—
périmétriques, et de maniere générale les problemes avec contraintes.

Les “sciences naturelles” (mécanique, optique, ...) ont été profondément marquées
par le calcul des variations. De nombreuses lois ne la nature se déduisent de principes
variationnels, énoncant que parmi tous les mouvements possibles, celui qui se réalise
est un extremum. Cette vision de la nature, indiqua que les réalisations humaines
devaient elles aussi étre des extrema: Brachistochrone ou probléme de Newton.

Une citation célebre d’Euler est:“il n’y a rien dans le monde qui ne se réalise sans
la volonté de minimiser ou maximiser quelque chose”.

2.1.2. Notions fondamentales. —

Définition 21 (Fonctionnelle). — Soit X un espace vectoriel normé. On appelle
fonctionnelle une application de X dans R.

Dans ce qui suit nous nous intéressons a l’espace vectoriel normé X = D des
fonctions continues & dérivées continues R D [t1,t2] — R™, n < oo muni de la
norme X > u — |jullp = maxyep, 4] [[u(t)]] + maxiep, ¢, [[4(t)]. On considere les
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fonctionnelles du type

to

X 5ums J(u) = / L(u(t), at), t)dt € R
t1

ot L est une fonction R*"*1 > (u,v,t) + L(u,v,t) € R continue possédant des

dérivées partielles continues.

On cherchera a minimiser J sous certaines contraintes, en restreignant ’ensemble
des fonctions considérées & X D U = {u € X,u(t1) = a,u(tz) = b} ot a et b sont
des réels donnés. C’est un ensemble convexe. On cherchera a résoudre le probleme
suivant

9 .
(27) min J (u)
Définition 22. — On dit que ©* est un minimum (local) de J (c.-a-d. une solution

du probleme (27) §'il existe un voisinage V(u*) tel que J(u*) < J(u) pour tout u €
V(u*).

Définition 23 (Variation admissible). — On dit que h € X est une variation
admissible au point v € U si (u + h) € U.

Définition 24 (Différentielle de Gateaux). — Soient J une fonctionnelle sur X
espace vectoriel normé, u* € U et h € X variation admissible. On appelle différentielle
de Géateaux de J au point u* dans la direction h la limite
ST, k) = Tim = (J(u* + 6h) — J(u*))
5—0 0

2.1.3. Conditions nécessaires d’extrémalité. — La notion de différentielle de
Gateaux remplace pour les fonctionnelles la notion de différentielle pour les fonctions.
Une condition nécessaire pour que v* € U soit un minimum est que la différentielle
de Gateaux 6J (u*, h) doit étre nulle pour toute variation admissible h. On va réécrire
cette proposition en une équation exploitable a I'aide du résultat suivant.

Lemme 2 (Lemme de duBois-Reymond). — Soit R D [t1,t2] 3t +— ¢(t) € R
une fonction continue. Si on a, pour tout R D [t1,ta] D t — h(t) € R continue
dérivée continue telle que h(t1) = h(tz) =0,
to
S()h(t)dt = 0

t1

alors ¢ = 0.

Démonstration. — Supposons que les hypotheéses du lemme sont valides et que ¢ # 0.
Sans perte de généralité on peut supposer qu’elle est strictement positive en un point
t € [t1,t2). Par continuité, elle est donc strictement positive sur [}, 5] C [t1, 2]
Définissons h comme

h(t) = (8 = 1) (t = 15)"T1 1) (1)
Avec cette variation, on obtient fttf o(t)h(t)dt > 0. D’olt une contradiction et donc
6=0. O
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L’équation 6J(u*, h) = 0 pour toute variation admissible se réécrit

oL, ., OL ., ., .
/tl (au(u R+ D i ,t)h(t)) dt =0

Par intégration par parties il vient
2 oL d OL oL 2
(ut,ut ) — — = (u, 0t b)) h(t)dt + | == (u*,at, ()| =0
[ (Gt inn - g0 itn ) aoi [Fo i onw)

h est une variation admissible donc h(t1) = h(tz) = 0. La précédente équation se

simplifie
7oL, , doL, , .,

Cette équation doit étre vraie pour toute variation admissible h, et le lemme 2 de
duBois-Reymond permet de conclure

oL . d OL

—(u

ou
L’équation (28) est appelée équation d’Euler-Lagrange et est une condition nécessaire
qui doit étre satisfaite par toute solution du probleme (27).

Dans de nombreux cas pratique, le Lagrangien ne dépend pas explicitement de ¢.
On pourra alors utiliser la proposition suivante.

(28)

Proposition 14. — Lorsque L ne dépend pas explicitement de t, I’équation d’FEuler-
Lagrange (28) implique

d oL

— L _ Y — =

dt ( “ au)
Démonstration. — On calcule

d(p_GL (0L _ oLy
dt ou) \Ou dtou)
en utilisant (28). O

On peut étendre le calcul des variations aux fonctionnelles du type

to
Xour J(u) = / Lu(t), (t), ..., u™ t)dt € R
ty

(en utilisant un espace vectoriel normé X adapté) et on obtient I’équation d’Euler-
Poisson

oL doL d* oL I”dn oL

ou " dton T aoa T Y G pum =
On peut également appliquer les mémes regles de calcul ainsi que la formule de Green
pour les fonctionnelles

ta
w0 = [ (o). Sl gouto )y ) do dy € R

t1
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pour obtenir I’équation d’Ostrogradski
oL _o (oL N o fon N
ou Ox 86%u Y Oy 86%u W

2.2. Optimisation de systémes dynamiques

On g’intéresse désormais au probleme de la minimisation d’une fonctionnelle X x
U > (z,u) = J(x,u) € Rou X x U est un espace vectoriel normé. Ici, X est 'espace
des fonctions continues a dérivées continues R D [t1,t2] — R™, n < oo muni de la
norme X > x> ||zf| 5 = maxep, 1, [|2(t)]| + maxiep, ¢, [|2(¢)]]. U est espace des
fonctions définies sur [t1,t2] — R™. Les fonctions z et u sont contraintes par une
équation différentielle

= f(x,u)

ot R"™™ 5 (z,u) = f(x,u) € R™ est une fonction de classe C!. En outre on impose
la contrainte

(29) z(ty) = 2" € R
On va chercher une caractérisation des solutions du probleme
(30) min J(x,u)
T = f(xv u)
x(ty) = °

On considérera des fonctionnelles du type
2
X xU>3 (z,u) = J(z,u) = p(x(t2), t2) —|—/ L(xz(t),u(t), t)dt
ty1

ot R" xR > (x,t) =~ ¢(z,t) € Rest de classe Clet R x R™ xR > (x,t) = L(z,u,t) €
R est de classe C. Pour tenir compte de la condition initiale (29), on considére qu'une
variation admissible (dz,du) € X x U doit vérifier dz(¢t;) = 0. Comme dans le cas
de l'optimisation continue de dimension finie traité au chapitre 1, on va chercher a
résoudre le probleme d’optimisation sous contrainte en adjoignant les contraintes a la
fonction cotit.

On forme alors X x U x M > (x,u, \) = J(z,u, \) ot M est I'espace des fonctions
R — R” différentiable par

T, N) = J(u) + / AOT(Flaut) - ) (0t

ty
En notant

(31) H(x(t), u(t), A(t),t) = L(w(t), u(t), t) + X&) f(z,u,1)
qu’on appellera Hamiltonien du probléme (30), il vient

j(x, u, )\) :Lp(l‘(tg), tg) + /\(tl)TJ?(tl) — A(tg)TI(tg)

. /t2 (H(a:(t),u(t)7 A(t),t) + /'\(t)Tx(t)) dt

t1

(32)
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Proposition 15. — Si (x*,u*,\*) € X xU x M est un point stationnaire de J défini
par (32) alors (x*,u*) est un point stationnaire de J sous les contraintes & = f(x,u,t),
z(ty) = 2°.

Démonstration. — Nous allons montrer que, autour de (z*,u*), pour toute variation
admissible du premier ordre [t1,t2] 3 (dz, 0u)(t) € R" xR™ telle que ||(dz, 0u)|| .y =
o(d) satisfaisant la contrainte & = f(x,u,t), la variation §.J de la fonctionnelle J est
du deuxiéme ordre, c.-a-d. §J = o(4).

La stationnarité de (z*,u*, \*) pour .J est caractérisée par 3 relations. La premiere
est

0

Fa(ty) P (@ (t2)s ta)da(ta) — Alta) " 0a(t2)

+ /;(;;L(x, u, 1) + /\(t)Ta%f(x, w, )62 + A®)T52)dt = o(6)

pour toute variation admissible R 3 ¢ — dz(t) € R™. Ce calcul des variations donne

0 0 :
L T Y T _
(33) L)+ M f ) + A0 =0
0
34 A (ty) = ts),t
(34) (12) = Goelalta) o)
On réécrira la condition (33) sous la forme AT = —%—ZI. La seconde condition de

stationnarité est que pour toute variation R 3 t — du(t) € R™ on doit avoir

to 6 8
7L Ti _
/t1 (3u (z,u,t) + A(P) auf(at,wt)) Su(t) dt = o(9)
Ce calcul des variations donne

0 0
(33) L, ) + A0 (2, 0,1) = o(d)

On réécrira cette condition comme a%H =0.
La derniére condition de stationnarité est

/tz AT (f (1, t) — 3)dt = 0

1

Elle redonne la contrainte

(36) = f(x,u,t)
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Supposons que les équations (33), (34), (35) et (36) soient vérifiées. Calculons la
variation de la fonctionnelle J.

6J Zax?t2)tp($(t2),t2)5$(t2) + /t ’ ((;;L($7u7t)6-r + %L(x’ U, t)6u> dt
gty lalta). t)e(t)
+ /; (—)\(t)T;rf(x,uJ)éx(t) —A\)Tox(t) - )\(t)Taauf(:mu,t)(Su(t)) dt
ax?w) o((t), £2)6(t) — Alt2)T62(t2) + A(t) "6z (t1)
+ /t12 AT (5m(t) - %f(m,u,t)&c(t) - %f(x,u, t)éu(t)) dt
—o(9)
2.2.1. Probleme aux deux bouts. — Les conditions de stationnarité (33) (34)

de la proposition 15 forment, avec les contraintes (36) et (29), le probléme “aux deux
bouts” suivant

T = f((E,U)
x(th) ==
A = —a—H(x,u, A)
(37) g
T _
A (t2) = 633(252)90(5”(152),152)
ou u est solution de 8—H =0

ou

Le long de I'extrémale on élimine u des équations en résolvant les équations a%H = 0.
Le probléme aux deux bouts a pour seules inconnues les fonctions R D [t1,¢2] > ¢ +—
z(t) € R" et R D [t1,t2] ¢t — A(t) € R™. Le systéme d’équations différentielles et de
conditions limites (37) ne définit pas un probléme de Cauchy & cause de la séparation
des conditions de bords aux deux extrémités du domaine. En outre, la condition

portant sur A dépend de l'inconnue x. C’est un probleme difficile & résoudre en
général.

Proposition 16 (Conservation de 'Hamiltonien). — Lorsque L ne dépend pas
explicitement de t, les conditions de stationnarité constituant le systéme d’équations
différentielles aux deux bouts (37) impliquent

d
—H=0
dt
Démonstration. — Un calcul direct donne
d oOH OH. OH OH
=2 el W el _ —
= gt 0 A= gy Sl — g fleuw) =0
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O

En pratique on se servira souvent de la conservation de ’Hamiltonien pour éliminer
une variable et essayer de résoudre le probleme aux deux bouts.

2.2.2. Contraintes finales. — On cherche ici une caractérisation des solutions du
probléeme
(38) min J(x,u)

&= f(z,u)

z(ty) = a°

Y(x(t2),t2) =0

ot R" x R > (z,t) = (x,t) € R, 1 < ¢ < n est une fonction de classe C'. Ces
contraintes portent sur I’état final et le temps final du systéme qui est ici fixe, on les
nomme contraintes de “rendez-vous”.

On considérera des fonctionnelles du type

to
X xU >3 (z,u) = J(z,u) = p(x(t2), t2) —|—/ L(x(t),u(t), t)dt
t1
ot R® x R 3 (z,t) — p(x,t) € R est de classe Clet R* x R™ x R > (z,u,t) —
L(x,u,t) € R est de classe C'.
Le probleme aux deux bouts correspondant a ce probléeme d’optimisation est

&= f(z,u)
x(ty) = 2°
: OH
M= —a—x(x,u,/\)
39 0 0
(39) Mi(ty) = ax(tQ)W(x(t2)7t2) + VTang;)
Y(x(t2), t2) =
N . H
ou u est solution de — =10
ou

ot H(x,u,\t) = L(z,u,t) + A\ f(z,u,t) et v € R9. On obtient ce résultat en
adjoignant les contraintes & = f(x,u,t) et ¥(x(t2),t2) = 0 & la fonctionnelle et en
explicitant le calcul des variations. On a ainsi

(40) j({E, U, )‘7 V) :J(l', u) + / 2 )‘(t)T(f(xv U, t) - f)(t)dt + VT¢(33(t2), t2)

ty
On peut alors établir la proposition suivante

Proposition 17. — Si (z*,u*, \*,v*) € X x U x M x R? est un point stationnaire
de J défini par (40) alors (x*,u*) est un point stationnaire de J sous les contraintes
T = f((E,uﬂf), x(tl) = xo; Zb(x(tz)?tz) = 0.

2.2.3. Résolution numérique du probléme aux deux bouts. —
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2.2.8.1. Calcul du gradient par Uadjoint. — On va chercher a étendre les calculs
menés en dimension finie établissant la variation de la fonction cotit par rapport aux
inconnues en satisfaisant les contraintes (18). Dans le cas présent, on revient au
probleme

~ min J(x,u)
= f(z,u)
x(ty) = °

On considérera des fonctionnelles du type
ta
X x U3 (2,0) = J(@,u) = p(a(ta), t2) +/ L(x(t), ult), )dt
t1

ot R®" xR > (z,t) — p(x,t) € Rest de classe Clet R" x R™ xR > (z,t) — L(z,u,t) €
R est de classe C*.

On va chercher a calculer la variation de J lorsqu’on fait varier I'inconnue v tout
en maintenant la contrainte & = f(z,u), x(t;) = 2°. On va noter §.J la variation de
la valeur de J engendrée par une telle variation du. Il vient
( oL oL

(41) oJ = aﬁ(x(m),tz)ax(tg) + /t2 %(x(t),u(t),t)éx(t) + au(Su(t)) dt + o(6)

Ox t
Dans cette équation dz est liée & du par la satisfaction de la contrainte & = f(x,u)
qui donne

ba(t) = %(z,u,t)ax(t) + %(m,u,t)éu(t) + o(6)

Il est possible d’intégrer cette équation linéaire en utilisant la matrice de passage M
définie par %M(t,tl) = %(Jc,u, )M (t,t1), M(t1,t1) = I ce qui donne alors

ox(t) = M(t,t1)dx(t1) + ) M(t,T)%(x, u, 7)0u(7)dr 4 o(9)

On peut donc éliminer dz dans ’équation (41) et obtenir explicitement §.J en fonction
de la variation R D [t1,t2] € t — u(t) € R™. Cette expression est trés compliquée
a calculer car elle nécessite la résolution complete d’un systeme d’équations différen-
tielles. En fait, le lemme suivant va nous permettre de simplifier énormément les
calculs

Lemme 3 (Lemme de ’adjoint). — Les solutions du systéme d’équations diffé—

rentielles
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
At) = —AT(BN(t) +D(t)
ot pour tout t € [t1,to] C R, on a A(t) € Mp(R), B(t) € M(xm)(R), T'(t) € R,

satisfont ’égalité

N (t)a(ts) — AT (#1)a(t) = / P T@OB@u() + TT(@)(b) di

ty
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Le systeme d’équations que nous devons résoudre dans le probleme aux deux bouts
implique
of

dx(t) = 5 (@ u, )dx(t) + %(m,u,t)éu(t) + o(6)

At) = — (gi(m,u,t))T)\(t) - (‘Zi(x,u,t))T

T
avec comme conditions limites dz(t1) = 0, A(t2) = (%g@(m(tg), tg)) . Le lemme 3
de l'adjoint donne

§J = /tlz (gi(x t) + )\Tai (z,u t)) Su(t)dt+o(d) = /tl2 %‘Z (x,u, X, t)ou(t)dt+o(9)

Par abus de notation on retiendra la formule analogue & (18)

oJ OH
(42) <8u) &= f(z,u,t) ~— Ju
$(t1) =20

Autrement dit, la variation de la valeur de J en satisfaisant les contraintes est calculée
en formant %—IJ = g—ﬁ(w, u, t) —‘y—)\T%(l‘, u, t), évaluée & partir des valeurs de z, u, et de

ladjoint A. La formule (42) est appelée formule du calcul du gradient par I’adjoint.
Algorithme 10 (Résolution du probléme aux deux bouts par le calcul du
gradient par ’adjoint)
A partir de u° fonction R D [t1,ta] = u®(t) € R™ quelconque, itérer
— Résoudre 7% = f(zF, u* 1), 2%(t;) = 2° pour t € [t1,to]
. T
Résoudre \¥(t) = (W (zF uF t)) A(t)— (% (z,u t)) avec comme condition

T
limite \*(t2) = (%Sﬁ( (t2),f2))
OHY _ 0L (ph ok 1)+ (AF)T 2L (aF, ub, t)
Mettre a jour uf+! = u* — (¥ (a(i k) avec [ satisfaisant les régles de Wolfe (2)

et (3).

En pratique la fonction u* sera représentée par un vecteur (de coefficients représen-

tant une décomposition dans une base de fonctions) de dimension finie et le probleme
sera ainsi résolu de maniere approchée. Les étapes de résolution des équations dif-
férentielles satisfaites par x et A (équation en temps rétrograde) seront effectuées de
maniére numérique (par exemple par des schémas de Runge-Kutta [29]) avec une
précision finie. On peut adapter 1’algorithme 10 pour tenir compte de contraintes
finales. Il suffit d’introduire les équations du probleme aux deux bouts correspondant
et d’ajouter une étape de mise a jour des inconnues v définies précédemment a la
section 2.2.2.

Afin d’obtenir une vitesse de convergence supérieure a celle de I’algorithme 10, on
peut utiliser I'algorithme suivant
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Algorithme 11 (Algorithme de tir). — A partir de \° (t1) € R quelconque, itérer

— Calculer formellement u**+! solution de 2 (z*+1 4#*+1 A¥+1 ¢) = 0 en fonction
k41 yk+1
de zF*1, N+l ¢
— Résoudre le systeme

GEHL = fh Lkt g
(43) 31 (1) = of aL
Ox Ox

pour t € [t1,t3] avec comme condition initiale z*(t1) = 20, A\¥(t1) = AF(¢;).
— Calculer la fonction de sensibilité F' € M,,(R) définie comme F' = gigf;
) T
— Mettre & jour NeT1(¢y) = NF(ty) — IFF~! <)\(t2) - (%@(fﬂ(tz)ytz)) ) avec

I* satisfaisant les régles de Wolfe (2) et (3).

T
(xk+1,uk+1,t))\k+1(t) _ ( (ka,ukH,t))

Cet algorithme a pour inconnue la seule valeur de 1’état adjoint A & linstant
initial. La commande u est calculée a chaque itération. Une valeur A(t1) satis-
fait les conditions de stationnarité si elle fournit par intégration une valeur A(tz) =

T
(%gp(m(tg), tz)) . Si ce n’est pas le cas, l'algorithme modifie la valeur candidate

de I'inconnue pour tenter de satisfaire cette contrainte. Par rapport a I'algorithme 10,
on constate en général une convergence plus rapide en pratique lorsque la valeur
A(t1) € R est proche de la valeur optimale. Si ce n’est pas le cas, I’algorithme 11
souffre souvent de 'instabilité numérique de la résolution simultanée des équations
différentielles (43) satisfaites par « et A. Cette instabilité est liée a l'instabilité du
systeme linéarisé tangent. L’algorithme 11 peut étre amélioré de nombreuses fagons,
on pourra se reporter a [6, 30] pour un exposé sur les méthodes de tirs multiples.

2.2.4. Principe du minimum. — Les calculs des variations menés jusqu’a présent
ont consisté a calculer la variation de la valeur d’une fonctionnelle de deux variables
x, u lorsque u était libre et = était liée & u par une équation différentielle & = f(x,u, t).
Maintenant nous allons considérer que la variable u n’est pas libre mais contrainte.
Nous regardons maintenant les problemes de la forme

(44) min J(z,u)
&= f(,u)
x(ty) = 2
Cu,t) <0

ol R™ xR > (u,t) = C(u,t) € R, | € N est une fonction de classe C'. On considérera
des fonctionnelles du type

ta
X xU > (z,u) — J(z,u) = p(x(t2), t2) +/ L(x(t),u(t),t)dt
ty
ol R" xR > (x,t) — ¢(z,t) € Rest de classe Clet R x R™ xR > (x,t) = L(z,u,t) €
R est de classe C1.
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La preuve du résultat que nous allons énoncer est difficile. Nous nous contentons
d’en suggérer quelques grandes lignes. Comme nous ’avons vu, la variation de la
valeur de la fonctionnelle s’écrit en fonction d’une variation du,

2 9H

(45) 0J = . Du ou(t)dt
Autour d’'un optimum (z*,u*), il ne doit pas exister de variation admissible, com-
patible avec les contraintes C(u,t) < 0 fournissant une variation négative 6J. En
reprenant le point de vue utilisé dans la présentation des conditions de Karush,
Kuhn et Tucker du théoreme 17, on doit avoir que le gradient de chaque contri-
bution ponctuelle dans l'intégrale (45) doit étre dans le cone convexe des contraintes
actives. Autrement dit, pour tout ¢ € [t1,ts], il existe un vecteur R D [t1,t2] 2 ¢t —
p(t) € R! dont les composantes vérifient u;(t) = 0 si C;(z(¢),u(t) < 0, pu;(t) > 0 si
Ci(z(t),u(t) = 0 tel que

OH  70C

u M B

Plus formellement le principe du minimum s’énonce

Théoréme 21 (Principe du minimum de Pontryagin [28])

Soient R D [t1,t2] 3 t — (x,u, N)(t) € R™ x R™ x R™ optimum du probléme (44).
Pour tout t € [t1,t2], u(t) réalise le minimum de R™ > u — H(x(t),u, A(t),t) € R
sous la contrainte C(u,t) < 0.

2.3. Champs d’extrémales

Il est possible d’exhiber une structure reliant les trajectoires optimales de problemes
d’optimisation voisins. Le but de cette section est de présenter cette structure au
travers de ’équation aux dérivées partielles de Hamilton-Jacobi-Bellman.

On considére une fois de plus le probleme suivant (d’autres généralisations sont
possibles)

(46) ~ min J(x,u)
T = f($7u)
x(ty) = a°

Y(2(t2),t2))

ot R" x R 3 (z,t) = 9(x,t) € R4, 1 < ¢ < n est une fonction de classe C'. On
considérera des fonctionnelles du type

X xU > (z,u) — J(z,u) = p(x(t2), t2) —|—/t ) L(x(t),u(t), t)dt

ot R" x R 3 (x,t) = ¢(x,t) € R est de classe Clet R” x R™ x R > (z,u,t) ~
L(x,u,t) € R est de classe C!.
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Définition 25 (Extrémale). — Une extrémale est I’ensemble de R™ des points
(z(t),t), t € [t1,t2] o R D [t1,82] > ¢t — x(t) € R™ est solution du probleme
d’optimisation (46).

Définition 26. — Soit £ une famille d’extrémales obtenue en faisant varier 20, ¢;.
Soit U un ensemble compact de R™ x R. On dit que £ est un champs d’extrémales
pour U si £ D U.

En conséquence, il existe une extrémale passant par tous les points de U.

Définition 27 (Fonction de retour optimal). — On appelle fonction de retour
optimal R" xR > (20, ¢) + J(2°,¢1) (3 ensemble {(z,t) € R*xR t.q. ¢(z,t) = 0}),
la fonction ayant pour valeur la valeur optimale pour le probleme d’optimisation (46)
avec pour condition initiale (2°,¢;).

Les extrémales vérifient la propriété suivante.

Proposition 18 (Principe d’optimalité de Bellman). — Une suite de décisions
est optimale si, quel que soit I’état et l’instant considérés sur la trajectoire qui lui est
associée, les décisions ultérieures constituent une suite optimale de décisions pour le
sous probleme dynamique ayant cet état et cet instant comme conditions initiales.

Grace a cette propriété, il est possible d’établir une équation aux dérivées partielles
satisfaites par J. On suppose disposer d’un champs d’extrémales £ pour le probleme
d’optimisation (46). Considérons (z,t) € £. Il correspond & la fonction de retour
optimal évaluée en ce point J%(z,t) une commande optimale R D [t,t5] 3 1 — u%(l) €
R™ que nous supposerons (pour simplifier) unique. Pour toute commande u proche
de u" on peut calculer une fonction cofit & partir de la trajectoire R D [t1,ta] 3 t —
z(t) € R™ (proche de la trajectoire optimale) issue de z(¢;) = 2. 1l vient

J(z,u) > T (2%, t1)
avec
(47) min J(z,u) = J(2°,t1)

Choisissons comme candidat d’appliquer v une commande différente de la commande
optimale u” pendant §t puis optimale sur [t; + &t,%5]. On peut évaluer

t1+5t
Iz u) = /t L(a(t), ult), 0)dt + T (x(t1 + 6t), t1 + 5t)

Un développement au premier ordre donne

T ) =L, u(t2), 1)t + T, 0) + S (@0, 0) 7 (), )

+ %—‘Z(xo,tl)at + o(0t)
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L’équation (47) donne
J (@, t1) =T (2°,t1) + o(6t)+

(ngn (L(mo,u(tl),tl) + Z(Jco,tl)f(:vo,u(tl),tl)> + %—‘Z( 0,t1)> ot

Un passage a la limite lorsque ¢t — 0 donne

oJg . oJ
— = = min (L(x,u, t) + %f(x, u,t))

On reconnait ici ’Hamiltonien (31) et on écrit finalement 1’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman

N
48 ——— =min | H(z,u, —,1
(18) o = min (.0 570
Il s’agit d’'une équation aux dérivées partielles hyperbolique dont la condition lim-
ite est donnée sur l'ensemble V = {(z,t) € R" x R t.q. ¢(x,t) = 0} par R" xR 3
(z,t) — J(x,t) = @(x,t). On la résoudra en général par une propagation (rétro-
grade) depuis 'ensemble V. Cette résolution sera par exemple menée le long d’un
réseau quadrillant le plan (lorsque x est & valeur dans R?) par la méthode de la
programmation dynamique.






CHAPITRE 3

EXERCICES 1

3.1. Fonction de Rosenbrock

Calculer le gradient V f(z) et le Hessien V2 f(z) de la fonction de Rosenbrock
f(@) = 100(wz — 27)” + (1 = 1)*

Montrer que z* = (1,1)7 est I'unique minimum local de cette fonction et qu’a ce
point le Hessien est défini positif.

3.2. Gradient et Hessien

Soit a un vecteur de R™ et A une matrice n x n symétrique. Calculer le gradient
et le Hessien de f1(z) = a”x et fo(x) = 2T Az.

3.3. Ensemble minimisant

Soit f une fonction convexe. Montrer que I'ensemble des minimiseurs globaux de
f est convexe.

3.4. Vitesse de convergence

Soit la suite (xg)gren définie par

{(1)2k si k pair
o= (1) 5 sikp

(k—1)/k, si k impair

Cette suite est-elle convergente de type Q-superlinéaire? Est-elle Q-quadratique ou
R-quadratique.

Note: on pourra utiliser la suite majorante v = ( )Qk.

1
2
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3.5. Conditions de Wolfe

Avec les notations du cours, montrer en utilisant la fonction f(z) = 2% et zg = 1
que si 0 < ¢ < ¢1 < 1 il peut ne pas exister de pas satisfaisant les conditions de
Wolfe.

3.6. Suite de Fibonacci

La méthode de dichotomie présentée en cours n’est pas optimale au sens ol pour
un nombre fixé d’évaluations de la fonction & minimiser elle n’aboutit pas a I'intervalle
réduit de taille minimale. On propose ici une méthode optimale.

On note Ay la taille de I'intervalle de recherche a 'itération k, que 'on note [ag, di].
On évalue la fonction a minimiser en deux points intermédiaires by et ¢x ce qui nous
donne donc 4 valeurs. En utilisant I'unimodalité on peut éliminer un des deux sous-
intervalles [ag, bg] ou [cg, di].

— Montrer que si on veut que la longueur de Uintervalle Ay 1 soit indépendante des
valeurs de la fonction a minimiser on doit choisir by et ¢ disposés symétrique-
ment par rapport au milieu de [ag, di].

— Montrer Ay = Apy1 + Agye si on veut n’avoir a recalculer qu'une seule valeur
de la fonction a minimiser a chaque itération

— Soit Ay_1 I'intervalle obtenu au bout de N calculs, définissons Fgy,F1,...,Fn_1
par

A =Fy_kAN-1
Montrer qu’on a alors

Fn :Fn—l +Fn—2
pour n =3,....N —1let F} =1.

— Montrer que

Foio=nF+n—-1
et que Iy < 2.

— Conclure alors que pour réduire le plus les intervalles en N calculs il faut choisir
=2

— La suite obtenue est la suite de Fibonacci. Pour 1'utiliser on choisit d’abord un
rapport de réduction pour l'intervalle final et on détermine ainsi N. Montrer
que pour un rapport de réduction de 1000 il faut choisir N = 16. Montrer
comment procéder aux itérations en commencgant par

A1/Ay =Fn_1/Fn_2

3.7. Moindres carrés

On admet les deux résultats suivants:

1. si A matrice p x n est de rang n alors AT A est inversible
2. une matrice M est symétrique définie positive si et seulement si elle se factorise
comme M = HTH avec H inversible.
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On cherche a résoudre le probleme dit des “moindres carrés”

min [|Ax — b||
TER™

ou A est une matrice p x n, b € RP et en général p > n.

— Montrer que ce probleme est convexe

— On suppose que la norme considérée est la norme euclidienne ||z||? = 2Tz
calculer le gradient de la fonction & minimiser.

Quel est alors un point candidat pour étre minimum? Calculer le Hessien en ce
point, conclure.

Reprendre I'expression du minimum lorsque le probleme est “pondéré” c’est a
dire ||z]| = 27 Qz ol Q est une matrice symétrique définie positive.

)






CHAPITRE 4

EXERCICES 2

4.1. Algorithme de Newton

On consideére la fonction
R? > (z1,22) = f(z1,22) = exp(z1 + 22 — 2) + (1 — $2)2

Calculer la premiere itération de I’algorithme de Newton en partant de (1,1)7 (réponse:
(0.5,0.5)).

4.2. Algorithme du gradient conjugué

On considere la fonction quadratique
R? 3 (21, 22) > q(x1,22) = 22 + 202 + 2120 — 21 — 229

Calculer les deux itérations de I’algorithme du gradient conjugué en partant de (0,0)”
et montrer qu’on aboutit au minimum global (2/7,3/7)T.

4.3. Formule SR1

Parmi les méthodes de quasi-Newton, la méthode SR1 est souvent retenue pour sa
simplicité et la bonne approximation du Hessien qu’elle procure. Avec les notations
du cours elle donne

(yr — Brsi) (yk — Brsi)”

Bri1 = Bp +
i (yx — Brsk)T sk

Utiliser la formule de Sherman-Morrison-Woodbury pour montrer que la formule de
mise a jour de Hy = Bk_1 est

(sk — Hyyr) (sk — Hypyr) "
(sk — Hrye)Tyn

Hyy1 = Hy +
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4.4. Invariance d’échelle

Montrer que la formule SR1 précédente, ainsi que la formule de la méthode BFGS
sont invariantes par transformation z = Sz + s ou S est une matrice inversible et s
un vecteur. Pour cela on pourra considérer la fonction f(z) = f(Sz + s), calculer son
gradient, son Hessien, et montrer que si on initialise 'approximation du Hessien par
ST ByS et qu’on utilise un pas unitaire, on a 3 = Sz, + s a toutes les itérations.

4.5. Calcul automatique du gradient par parcours de graphe [25]
Soit la fonction
R? x R* 3 (21, 29, 23) > (1122 sin s + exp(x122)) /23
En faisant intervenir les variables intermédiaires
T4 = T122
T5 = sinxg
Tg = exp Ty
L7 = X475
Ty = Tg + I7
Ty = T3/T3

construire un graphe binaire permettant d’évaluer f au point (z1,x2,z3) = (1,2, 7/2).

En utilisant le fait qu’a chaque étape les opérations ne font intervenir que deux
variables, montrer comment une propagation en avant puis en arriere des calculs
permet de calculer de maniére automatique et efficace le gradient de la fonction sans en
calculer une expression littérale. C’est une méthode générale tres utilisée en pratique
car tres efficace.



CHAPITRE 5

EXERCICES 3

5.1. Fonction de mérite

Une méthode simple a mettre en oeuvre pour résoudre un probléme de minimisation
sous contraintes égalités

min f(x
. (x):of (2)

consiste a chercher les solutions de
Vf(x)+ Ve(@)'A =0, ¢(x) =0
via la recherche du minimum de la fonction (dite de mérite)
M (x,A) = [V f(z) + Ve(z) " A* + [le()]*

En pratique cette méthode permet d’utiliser un code prévu pour la minimisation sans
contraintes pour résoudre un probléme avec contraintes.

Appliquer cette méthode a
N T
min -—z° 4 =
z+y=13 + 2y

et montrer qu’en plus de I'unique minimum local on trouve un maximum local et un
autre point parasite (c’est la principale faiblesse connue de cette méthode).

5.2. Dual d’une programmation quadratique

Considérer le probleme de programmation quadratique

1
min ~z7 Gz + z7d
Az>b 2

ou G est symétrique définie positive. Montrer que le probleme dual est

1
max —aTGx + 2Td — \T(Az —b)
Ga+d—ATA=0,A>0 2
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qui peut se simplifier en

1 1
ax — A (AGTTATN + \T (b + AG™1d) — =dTG7'd
A>0 2 2

5.3. Méthode de sous-ensembles actifs

Résoudre par la méthode de sous-ensembles actifs le probleme de programmation
quadratique min ¢(x), g(z) = (21 — 1)? + (22 — 2.5)? sous les contraintes

(49) —x1 + 229 < 2
(50) z1+ 229 <6
(51) T1 — 219 < 2
(52) —z1 <0
(53) —x2 <0

Utiliser comme point de départ 2° = (2,0)T et W° = {3, 5}.

5.4. Pénalisation
Considérer le probleme pénalisé a barriere logarithmique

(54) min « — plogzx — plog(l — x)
z€]0,1[

provenant du probleme

(55) min x

z>0,2<1

Résoudre (54), vérifier analytiquement que lorsque p tend vers 0, 2*(u), 'optimum
obtenu, converge vers la solution de (55).

5.5. Plus courte distance a un hyperplan

La plus courte distance entre un point o et un hyperplan {z, Az = b} ou les
lignes de A sont linéairement indépendantes, peut s’écrire comme un probleme de
programmation quadratique

min o (z — 20)" (x — o)

Montrer que le multiplicateur a I'optimum est
M= —(AAT)71(b — Axp)
et que la solution est
z* =z + AT(AAT) "1 (b — Axy)
Montrer que dans le cas ou A est un vecteur ligne, la plus petite distance entre x( et

I’hyperplan vaut
|b — A$0|

1A]l
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5.6. Tente de cirque

Ce probléme est issu de I’Optimization Toolbox de Matlab [22]. On considére
une tente de cirque comme une membrane élastique posée sur 5 méats (le mat central
étant plus haut que les autres). La forme prise par cette toile de tente minimise
une énergie potentielle composée d’un terme de gravité auquel s’oppose un terme
d’élasticité. Apres avoir utilisé un schéma aux différences pour le gradient de la
surface, on obtient un probléme de programmation quadratique dont I'inconnue est
I’altitude des différents points de la toile. Si on représente la surface de la toile par
une grille de points, on désigne par x le vecteur constitué par les lignes de cette grilles
mises bout & bout. Ainsi une grille de taille 30 x 30 donne un vecteur de taille 900.
Les contraintes expriment que la toile repose sur les mats.

Surface Initiale Solution

e

\
\
N
TN
X\




52

Les multiplicateurs de Lagrange et les contraintes correspondantes sont représentés

par

Avec les parametres choisis, on obtient un minimum de 0.44422, de combien faut-il
modifier la hauteur du méat central pour faire décroitre cette valeur a 0.437677

CHAPITRE 5. EXERCICES 3
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CHAPITRE 6

EXERCICES 4

6.1. Optimisation de plan de vol

Le pilote d’un avion dont la vitesse V' est constante par rapport au vent (de vitesse
u) cherche & maximiser l'aire contenue dans la surface fermée tracée au sol par sa
trajectoire sur un intervalle [0, T]. Les équations de la dynamique sont

T =V cosO + u,
y=Vsinf
L’aire & maximiser est
T
A= / yadt.
0

Montrer que la courbe recherchée est une ellipse dont on précisera 1’excentricité.

6.2. Forme d’une chaine pesante

Considérons une chaine de longueur 2L suspendue entre deux points de méme
altitude situés a une distance 2! 'un de Pautre (I < L). Utiliser le calcul des vari-
ations pour trouver la forme qui minimise 1’énergie potentielle (g la gravité est une
constante).

6.3. Investissement optimal

Considérons un investisseur qui possede une somme S a la banque. N’ayant aucun
autre revenu que les intéréts qui lui sont versés, il cherche quelle est la meilleure facon
(au sens de son agrément) de dépenser son argent sur I’horizon [0, T].

On suppose que son agrément est pour tout temps E = 2./r. L’agrément futur
compte moins que le présent. La fonction qu’il va maximiser est donc

T
/0 exp(— Bt E(t)dt.
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Dans le méme temps, la banque lui verse des intéréts proportionnels & son capital
restant & la banque z(t). L’équation régissant ses économies est donc

z(t) = ax(t) — r(t).

1. Montrer que le probleme se raméne a trouver un point stationnaire de

T
J(x) = /0 exp(—pFt)2v/ ax(t) — &(t)dt

avec z(0) = S, z(T) = 0.
2. Ecrire I’équation de Euler-Lagrange equation correspondante et montrer que
az(t) — z(t) = 7(0) exp(2(a — B)1).
3. Supposer que a > > «/2. Résoudre I’équation précédente. Montrer que la
politique optimale de dépense est donnée par

4. Représenter graphiquement cette fonction. Commenter.




CHAPITRE 7

EXERCICES ET PROBLEMES COMPLEMENTAIRES

7.1. Minimisation sous contraintes

En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker, trouver le minimum de

J(y1,12) = (&

5 —a)® + (y2 — b)?

sous les contraintes

yi+ys <1
y1 >0
y2 > 0.

Traiter tous les cas possibles pour a et b.
Résoudre le méme probléme en rajoutant le contrainte y; + yo > %

7.2. Loi bi-tangente

Considérons une particule de masse m évoluant dans un plan sur laquelle agit une
force d’amplitude ma dont lorientation (par rapport a ’axe x) est 3(¢). Les équations
de la dynamique sont

T=u
U = acosf
Y=
v = asin 8

On suppose vouloir minimiser une fonction cotit ne comportant qu'un terme final du
type ¢(z(ty),y(ty)). Montrer qu’alors la commande optimale est du type

a+ bt

t = .
an c+dt
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6 ma

ms
my m

F1GURE 1. Construction de Varignon: planche percée de trous par lesquels
passent des ficelles nouées en un point. On attache une masse a ’extrémité
libre de chaque ficelle.

7.3. Probleme de Weber

Etant donné un ensemble de points dans un plan {y, ..., ym }, on cherche le point
dont la somme des distances pondérées est minimum. Le probleme s’écrit

m
;Ié]gg;mi [ER

ol les poids m; sont des constantes positives.

1. Montrer qu’il existe un minimum global a ce probléme et qu’on peut le construire
par le schéma représenté Figure 1.
2. Ce minimum est-il unique?

7.4. Une équation HJB

Considérons le cout

J:/ (2% + u?)dt

to

sous la contrainte
t=—-at+u

Ecrire I’équation HJB associée.
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FIGURE 2. Quadrilatere.

7.5. Optimisation géométrique

Considérons le quadrilatere représenté sur la Figure 2 avec les notations telles que

définies sur cette figure ((01,02) €]0,7[%, a > 0, b > 0, ¢ > 0, d > 0). On cherche la
configuration (6, 63) fournissant ’aire maximale.

1. Montrer que le probleme revient a trouver I’extremum de
(61,602) — adsin; + besin Oy
sous la contrainte
a’® + d? — 2ad cos0; = b% + 2 — 2bc cos O

2. Ecrire le Lagrangien associé  ce probleme et établir des conditions d’extrémalité.

Calculer les valeurs de (61, 62) extremum.

4. Quelle figure obtient-on poura = b = ¢ =d = 17 Méme question poura =d =1
et b=c=2++3.

©w

7.6. Programmation dynamique

On considere le maillage défini sur la Figure 3

A chaque segment du maillage est associé un cout. On cherche le meilleur chemin
(plus petit coiit total) pour aller de A & B, ainsi que de A" a B.

1. Calculer ces chemins par la méthode de la programmation dynamique. On
rappelle que cette méthode consiste a construire un champs d’extrémales issues
du point final de maniere rétrograde.

2. Donner un champs d’extrémales.

3. On inverse maintenant le sens de parcours. Calculer le meilleur chemin de B a
A et de B a A’. Quelle différence algorithmique constatez vous dans ce cas?
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Sens de déplacement

F1GURE 3. Chemins entre A et B.

7.7. Remplacement d’équipement

Vous devez rester a ’étranger pendant 3 années et vous avez besoin d’un véhicule
pour aller travailler. Un véhicule se détériore avec le temps et son cotit d’usage est
une fonction croissante de son dge (entretien, pannes...). Chaque année vous pouvez
conserver votre véhicule ou en acheter un autre neuf et revendre 'ancien. A Dissue
des 3 années vous devez vous débarrasser de votre véhicule en le mettant a la casse
pour un prix dépendant de son état. On note

— ¢(i): cout d’usage d’un véhicule pendant 1 période, d’Age i au début de la
période,

— p = 50: prix d’un nouveau véhicule,

— t(4): valeur marchande d’un véhicule d’age i au début de la période,

s(i): valeur pergue lors de la mise a la casse d’un véhicule d’age i.

1. A linstant initial un ami vous donne une voiture qui a 2 ans d’age. Quelle est
la suite de décisions optimale? Montrer le champs d’extrémales.

iJo[1[2[3][4
i) [10 | 13 [ 20 | 40 | 70
i) 322111 5
i) 25178 | 0

2. On se place maintenant du point de vue du vendeur de voitures qui peut faire
les mémes calculs de programmation dynamique que vous. Connaissant votre

o
—

—

(
(
(

S
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situation, comment peut-il augmenter son profit sans que vous puissiez rien y
faire?

7.8. Tarification de billets d’avions

Lorsque vous achetez un billet d’avion aller retour, vous pouvez bénéficier d’une
importante réduction si vous acceptez de rester le samedi soir sur place. Dans cet
exercice on va étudier comment, dans un cas trés simple, cette ristourne est calculée.

On considére deux populations: les touristes (avec les variables z,, ay) et les
hommes d’affaires (avec les variables zp, ap).

On note z,, (resp. z) 'agrément de passer la nuit chez soi le samedi, p,, (resp. py)
le prix du billet, ¢, (resp. ¢y) la pénibilité de payer le prix du billet, et ¢ 'agrément
du séjour. On note p,, le prix d’un billet aller retour avec séjour sur place le samedi,
et pp > Py le prix d’un billet aller retour sans séjour sur place le samedi.

1. Expliquer le sens des hypotheses (qu’'on admettra dans la suite)
0=z, <2zp, anp>ap >0

2. Expliquer pourquoi I'agrément total d’un individu s’exprime, suivant les cas,

comme
u=z—ap+t ,onu=—ap+t

3. On souhaite donner I'envie aux touristes et aux hommes d’affaires de voyager.
On souhaite choisir une politique tarifaire telle que les touristes aient envie de
voyager en passant la nuit de samedi sur place et on souhaite encourager les
hommes d’affaire a prendre un billet sans séjour du samedi. Expliquer qu’on
aboutit aux relations

(56) —0npn +1 >0
(57) zZp —appp +1 >0
4. On souhaite que des deux types de voyages le plus intéressant pour les touristes
soit le voyage avec séjour du samedi, et que les hommes d’affaires privilégient
les séjours sans séjour du samedi. Montrer qu’on aboutit a
(58) —QnPn > Zn — b
(59) Zp — Py > —Pn

5. Etant donnés les flux supposés égaux d’hommes d’affaires et de touristes on
souhaite maximiser la fonction

Les variables de décisions étant p,, et p, (la politique tarifaire), écrire le probleme
d’optimisation sous contraintes.

6. En utilisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker, combien y-a-t-il de cas a
considérer pour résoudre ce probleme?

7. Montrer que les conditions (57) et (58) sont redondantes avec (56) et (59). Ré-
écrire le probléme d’optimisation sous contraintes correspondant.
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8. Résoudre ce probleme d’optimisation et montrer calculer, a 'optimum, p, — py,.
Interpréter le résultat.
9. Reprendre I’étude si les flux de touristes et d’hommes d’affaires sont différents.
10. On suppose maintenant que la compagnie vend aussi des nuits d’hotel et que la
nuit du samedi soir est facturée c. Comment doit-on modifier ’étude précédente
pour maximiser le profit total?

7.9. Forme d’une chaine pesante

Considérons une chaine de longueur 2L suspendue entre deux points de méme
altitude situés & une distance 2/ I'un de l'autre (I < L). Utiliser le calcul des vari-
ations pour trouver la forme qui minimise 1’énergie potentielle (g la gravité est une
constante).

7.10. Equations d’Euler Lagrange pour les problémes contraints & un temps
variable

Avec les notations utilisées en cours, déterminer les équations & résoudre pour
trouver un extremum du probleme suivant

min ¢(x(ts), tf) + / ' L(z(t), u(t), t)dt

to

sous les contraintes
z(to) = a (donné) , &(t) = f(x(t), u(t),t), ¥(x(ty), ty) =0

out f est une inconnue.

7.11. Temps minimum pour traverser une riviére a courant parabolique

Le probleme est de déterminer l'orientation 6(t) quun nageur doit choisir pour
minimiser le temps nécessaire pour traverser une riviere dont il connait le courant.
La riviere est définie comme {(z,y), -1 <y < 1}. 6 est I'angle entre le vecteur vitesse
du nageur et 'axe x.

— Considérer le probléme de traverser une riviere d’un point (z,y) = (0, 1) & un
point final donné (0,7) ou le courant est selon la direction x avec la vitesse

2
Y
u=ug(l— ﬁ)
Expliquer comment on peut déterminer 6(¢) et t;.
— Considérer le probleme de traverser une riviere en partant de (z,y) = (0, —1)
pour arriver en y = [ (la valeur finale de x est libre). Expliquer comment trouver

0(t) et ty.
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7.12. Calcul des variations

On considere le probleme de minimisation de la fonctionnelle

1
Iw) = [ )
0
ou z est une fonction deux fois dérivable définie sur [0, 1] telle que
z(0) =%(0) =z(1) =0, (1)=1

1. Former ’équation d’Euler-Poisson correspondante.

2. Calculer x* extrémale du probleme.

3. On veut montrer que z* fournit effectivement un minimum de la fonctionnelle.
Considérer

J(a* +h) = /O (1) + h(t))2dt

ol h est une variation admissible. En procédant a une double intégration par
partie, montrer que

J(x* +h) > J(z")

Conclure.

7.13. Inégalité de Kantorovich

On cherche a montrer le résultat suivant. Soit @ une matrice symétrique définie
positive de taille n x n. Quel que soit x, on a
(2) (xTx)? - 4aA
x) =
M= @TQu)(«TQ 1x) =~ (a + A)?
oll a et A sont, respectivement, la plus petite et la plus grande des valeurs propres de
Q.
1. Dans un premier temps, on considere que @ est une matrice diagonale dont les
termes sont

0<a:)\1§)\2§§/\n:A
Montrer que
(i1, 77)°
(Zizl,...,n Aix?)(Zi:L...,n )%1'12)

q(z) =

2. Montrer que

1
xTr) =
a(x) FOL A ), A @)
avec
x? 1 x?
Jy A, 2) = . )\izz'ﬂ o g1, Ay @) = . )‘721:1 T

i=1,...,n
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En interprétant f et g définis précédemment comme les coordonnées d’un barycen-
tre de points de coordonnées (A;,1/);), représenter dans un plan ’ensemble des
points de coordonnées (f, g) lorsque x varie (les A; restant constants). Montrer,
pour Ap, ..., A, fixés, qu’il existe a(z) € [0, 1] tel que

FO, A7) = (1 — alx)A + a(z)

1 1
90, A ) < (1= ale))— +a(e)—
A1 An
Déduire de ce qui précede que
()\1 + )\n)2
< 7
f()‘h )\n7$)g()\1, )‘n7x) =~ 4>\1An

Conclure. Conclure dans le cas général ou @ n’est pas diagonale.
On considere le probleme de minimisation de la fonction quadratique
1
h(z) = ixTQa: — vz

ou b est un vecteur colonne. Montrer que ’algorithme du gradient & pas optimal
engendre les itérations
P (¢")"g" g~
(9" Qg*
avec gF = QzF — b.
On note

B(z) = S (z —2")"Q(z — z¥)

ot * est 'unique minimum de h. Calculer E(x**1) en fonction de E(z*) et
de ¢g*. En utilisant I'inégalité de Kantorovich que vous venez d’établir, montrer

que
A—a\?
k+1 < k
E(x )_(AJra) E(z")

Que peut-on en déduire sur la convergence de cette méthode de descente en
fonction du conditionnement de la matrice Q7

Dualité
Considérer le probleme (treés simple)

min _|z|
z€eR, x>1
Quelle est sa solution? Former le Lagrangien du probleme et considérer la
fonction duale
f(z) =supA(1 —x)

A>0
Expliciter les valeurs prises par cette fonction pour tout x. En déduire, par
dualité, quelle est la solution du probleme.
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2. Considérer le probleme
min 'z

r €R"”,

Ar =0,

x>0

Montrer que son dual est
max —bvTy

(A, v)
ATy — X +¢c=0
A>0

Préciser les dimensions de A et v. Peut-on simplifier cette formulation duale?
3. Soit A une matrice de taille m X n et b un vecteur colonne. On cherche z € R™
solution du probléeme
min ¢’z
Ax<b
Former le Lagrangien du probleme. Par dualité, montrer que ce probléme revient
a
max —bT X
ATX+c=0
A>0

7.15. Résultats sur la minimisation d’une fonction elliptique

On considére une fonction J : R™ — R qu’on suppose elliptique, c’est a dire qu’elle
est continiment différentiable, que son gradient VJ est Lipschitzien avec comme
constante M, et qu’il existe a > 0 tel que

(VJ(0) = V()" (v —u) > a|ju—v|
pour tout u et v. On s’intéresse & la minimisation de J sur le domaine
U = {u € R" tels que ¢;(u) <0, 1<i<m}
ou les fonctions ¢; : R™ — R sont convexes.

1. Etablir, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral pour évaluer J(v) —
J(u), et le fait que J est elliptique, la double inégalité suivante:

« M
VI (0 —w)+ 5 llu = ol < T(0) = T(w) < V@) @0 - w) + o o —ul?
2. En faisant le lien avec la convexité forte, démontrer I’existence et I'unicité de la
solution du probleme d’optimisation

w0

3. On définit le Lagrangien L(u,\) = J(u) + A\'¢(u). Montrer que si (u,\) est
point selle du Lagrangien, alors u est solution du probleme.
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rsix >0

4. On note p : R — R, tel que p(x) = . ,et P : R™ — R™ tel
0 sinon
p(x1)
que P(x = (21, ... 2m)T) = Popérateur de projection sur (R4 )™.
p(Tm)

Etablir, en utilisant les conditions Karush-Kuhn-Tucker, I’équivalence suivante
{A=P(A+ pop(u)),p > 0 fixé}
o { Ae (Ry)™
32 diu) (i — Ai) <0 pour tout p = (g1, .., i)™ € (Ry)™
5. En déduire (en utilisant certaines valeurs bien choisies de p;) I’équivalence
{A= P\ + pp(u)), p > 0 fixé}
S {Ae®R)™A\Tp(u) =0

6. Vérifier que si (u, A) est point selle du Lagrangien, alors A = P(A+ p¢(u)) pour
un certain p, et que

L(u,A) < L(u+0(v—u),\)
pour tout v et pour tout 6 € [0, 1]. Faire le lien avec 'algorithme d’Uzawa.
7. En déduire, en utilisant un développement de Taylor que
VJ(u)' (v —u) + X p(v) >0

pour tout v.

7.16. Une inégalité fonctionnelle

On souhaite établir le résultat suivant. Soit y : [0,1] — R une fonction réguliere
telle que y(0) = 0. Pour tout k € N, on a:

/Ol(y(fc))%dx < C/Ol(y’(w))zkdx

. 2k , . . .
avec C' = %%1 (% sin i) . Pour cette démonstration, on va utiliser une méthode

variationnelle.
1. Soit la fonctionnelle
1
70) = [ (C/ @) = (@)™) de
Ecrire I’équation d’Euler-Lagrange associée a l'extrémalité de J. Montrer en
particulier que
(2k = 1)C(Y' (2))** = C" — (y(x))*", vV € [0,1]

avec C’ une constante.
2. On s’intéresse désormais a 'extrémale Y telle que Y (0) =0, Y (1) = 1.
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(a) montrer que

~

1—<<2k1>0>21~/01(c/dy1

(b) on rappelle

/1 76# - (Sin 1)_1
0 (1— 2Ky 2k 2k

En déduire la valeur de C".
(¢) montrer que Y'(1) = 0.
3. Parmi les extrémales, celle précédemment calculée, Y, réalise effectivement le
minimum de J.
(a) Montrer que J(Y) = 0. On pourra pour cela utiliser une intégration par
parties en écrivant

1
J(Y) = /O (CY'(2)Y'(2)?*7! = Y (2)?%) da

pour faire apparaitre ’équation d’Euler-Lagrange.
(b) En déduire le résultat recherché.

7.17. Unicité du temps minimum

On considere le probleme de transition en temps minimum entre deux points z,
x1 pour un systéme linéaire scalaire (dans un premier temps) & = az + bu, avec a # 0,
b # 0 sous la contrainte u € U ou U est un sous ensemble convexe de R. On cherche
a démontrer que la commande réalisant le minimum est unique.

1. On suppose, sans perte de généralité, que x1 > xp, a > 0, b > 0 et que U =
[~571 — € —3T0 + €], avec € > 0. En considérant la loi horaire

g, sit <0
x(t) = ¢ 2o+ %(ml —x), si0<t<T
1 siT <t
ou T > 0 est un parametre a choisir, montrer que pour 7" suffisamment grand,
la commande u(t) = M appartient & U et permet de rallier zg & x1.

2. Déduire de ce qui précede que si T fournit une solution admissible, alors 77 > T
fournit aussi une solution admissible.

3. Considérer un temps t; candidat a 'optimalité. On veut montrer que si deux
lois horaires [0,t1] 3 ¢ — w1 (t) et [0,¢1] D t — ua(¢) sont optimales alors elles
coincident.

(a) montrer que pour toute loi commande u, on a

x(t) = xo exp(at) + /0 exp(a(t — 7))bu(r)dr
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(b) en déduire

/1 exp(—at)buy (t)dt = / 1 exp(—at)bus(t)dt
0 0

(¢) former 'Hamiltonien du probléme (on notera A I’état adjoint). Déduire
du principe du minimum de Pontryagin que la ou les solutions optimales
sont données par

argmin A(t)bu(t)
(d) former I’équation différentielle adjointe satisfaite par A.
(e) montrer, par le lemme de I’adjoint, que

/O A(#)buy (t)dt = /0 A(#)bus(t)dt

(f) déduire du principe du minimum de Pontryagin que A\(¢)uq () < A(t)ua(t)
et que, d’apres ’égalité précédente on a alors

At)ur (t) = A(t)ua(t)
presque partout. En déduire sous quelle condition on peut conclure
uy(t) = ua(t)

presque partout.
(g) dans le cas ol x est un vecteur et u un scalaire, proposer une généralisa-
tion.

7.18. Construction d’une autoroute

On considere le probleme de construire une route a pente limitée sur un relief
constitué de collines. On représente le probleme dans un plan vertical pour simplifier.
On repere [O, L] 5 | — z(I) altitude du relief avant travaux, et [O,L] 5 | — z(l)
I’altitude apres les travaux. Les travaux consistent a creuser ou a remblayer le terrain
pour définir 'altitude x qui minimise le critere

L
/ (@) — 2(1))2dl
0

On souhaite que la route ait une pente limitée. On écrit cette contrainte sous la forme

t=u, |ul<a, a>0donnée.

1. Ecrire 'Hamiltonien de ce probleme de commande optimale
2. Former le probleme aux deux bouts. Montrer que la valeur finale de 1’état
adjoint A est A\(L) = 0.
3. En utilisant le principe de minimum de Pontryagin, montrer que
—siA>0,u=—a
—siA=0,u=2
—siA<0,u=a
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4. En déduire que la solution optimale consiste en une succession de travaux sur
des intervalles [t;,t;41] tels que

/ ) = 2))dl = 0

ti
On ne cherchera pas a calculer les ¢;. Interpréter ’égalité précédente.

7.19. Programmation dynamique

On considére un probleme de minimisation du cotut de trajet entre une destination
et tous les points d’un graphe. Le graphe (non orienté) est représenté sur la figure 4.
Le cotit de trajet entre 2 cases est précisé sur le segment les reliant. A tout instant, il
est possible de rester immobile sur une case, avec un cout 0 pendant 'arrét. Construire

Destination

FIGURE 4. Graphe

un champ d’extrémales par la méthode de la programmation dynamique en partant
de la destination. On construira ainsi progressivement les chemins menant en 1, 2,
3, 4, étapes a la destination. D’apres cette analyse, quel est le meilleur chemin pour
aller de la case 3 a la case 57

7.20. Sur un théoreme de C. Berge

On s’intéresse au probleme de minimisation (globale)

(60) in f(z,0)

m
z€la(0);5(0)]

ou f est une fonction a valeurs dans R, continue par rapport a chacune de ses variables
et ou a,b : R — R sont continues et vérifient en particulier la propriété suivante:
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FIGURE 5. Graphe de la fonction f(z,6) pour différentes valeurs de 6.

V0 € R, a(f) < b() (pour assurer la bonne définition de Uintervalle considéré dans
(60)). Le graphe d’une telle fonction f est représentée sur la figure 5.
On définit

(61) x*(0) = argmin f(x,0)
z€la(0);0(0)]
(62) f1(0) =f(x,0), wez™(0)

Lorsque deux points donnent la méme valeur minimale globale de f, alors I’ensemble
x*(0) contient ces deux points. Le but de lexercice est d’étudier la régularité de la
fonction f*.
1. (a) Justifier que, pour tout § € R, 'ensemble x*() est non-vide.
(b) Hlustrer par un exemple (schéma) le fait que x*(6) peut varier non con-
tiniiment en 6.
2. Soit # € R. On considére une suite (#,,) convergente de limite 6 et (x,) avec
ZTn € *(0p).
(a) Justifier que l'on puisse considérer une sous-suite convergente de (z,,),
dont on notera x la limite.
(b) Montrer par absurde que z € z*(f) (on pourra exhiber une suite con-
vergente de limite & € 2*(#), dont on justifiera I’existence).
(¢) Conclure que f* est continue en 6.

7.21. Optimisation sur un espace fonctionnel

Soit un intervalle [a,b], a < b. On considére l'espace de Hilbert H = Ls[a,b]
constitué des fonctions y : [a,b] — R™ de carré sommable

b
lyll? =< y,y >= / Iy dt < +o00
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ol on a utilisé la norme Euclidienne de R™ sous I’'intégrale.

On souhaite utiliser le théoréme de projection suivant (voir Luenberger, Optimisa-
tion by vector spaces methods, Wiley-Interscience 1997): soit H un Hilbert et M un
sous espace fermé de H, alors, a tout x € H il correspond un unique zg € V ou V est
lespace affine V = x + M tel que

lzoll < [loll, Vv eV

Ce point x( est orthogonal & M, on note z° € M~*.

V=x+M

1. On considére {y1,...,yn} un ensemble de n vecteurs (fonctions) indépendants
de H et {c1,...,cn} n scalaires (constantes). On note M 'espace engendré
par {y;}i=1..n et on considére V. = {z € H | < z,y; >= ¢;,Vi = l..n}.
Caractériser M~ et en déduire que V est un espace affine translaté de M.

2. En appliquant le théoreme de projection ci-dessus a V', montrer qu’il existe un
unique zo € V solution de

min || z||
zeV

3. En utilisant le fait que (M+)* = M, montrer que xo = o, Biyi ot les f3; sont
solutions du systeme linéaire

B c1
(< i,y >)i:1...n,j:14..n =
B Cn
4. Application. On consideére le probleme suivant

1
min / u?(t)dt
u€L2[0,1] Jq

sous les constraintes

T1 =29, Zoa=-—-xa2+u, z1(0)=x2(0)=0, z1(1)=1, x2(1)=0

— par intégration, montrer que xz5(1) = fol exp(t — 1)u(t)dt et que x1(1) =
Ji (1= exp(t — 1))u(t)dt

— écrire les contraintes du probleme ci-dessus sous la forme < u,y; >=
c1, <Uu,Yys >= cCa.

— en déduire que la solution du probléme est u(t) = B1y1(t) + Ba2y=2(t) ou p1
et B9 sont solutions d’un systeme d’équations linéaires qu’on précisera.
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7.22. Meilleur antécédent par une matrice non inversible

On cherche le meilleur antécédent d’un vecteur b € R™ par une matrice A de taille
n X n non inversible.

1. On considére le probléeme d’optimisation

min || Au — b||
u

ou ||-|| désigne la norme Euclidienne. Montrer que ce probléme est convexe. En
déduire que u réalise le minimum de la fonction objectif si et seulement si
AT Au = A"b

2. La matrice A étant non inversible, montrer que AT A ne l’est pas non plus.
3. Montrer que la matrice AT A est symétrique positive. On note Ap, ..., Ay, Ses m
valeurs propres non nulles, avec m < n. En déduire que

ATA = i )\Z"UZ"UZ-T
i=1

oll v; sont des vecteurs propres orthonormaux de AT A.
4. On considere la matrice

1
P=ATA — vl

Montrer que rang P = m, P2 = P, et que Im P = Im A”. En déduire que P
est la projection orthogonale sur Im A7
5. En déduire que le vecteur suivant

1
’LL* = (Z )\ZU1U1T> ATb
=1

réalise 'optimum recherché. Montrer que si A est inversible, i.e. m = n, alors
Au* =b.

7.23. Introduction aux méthodes de points intérieurs

On s’intéresse au probléeme de programmation quadratique (QP) suivant

1
min izTPz + Tz

Mz<b

(63)

ou P est une matrice n X n symétrique définie positive, M une matrice m xn, f € R™,
b e R™, avec m > n.

L’objet de cet exercice est d’exposer la construction d’un algorithme dit de “points
intérieurs”.

1. Montrer que le probléme (63) admet une unique solution optimale.
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On cherche a réécrire ce probleme sous une forme canonique ou les inégalités
sont juste des relations de positivité des inconnues. Pour cela, on introduit un
vecteur s de m inconnues positives ou nulles, et un vecteur y de 2n inconnues
positives ou nulles. Chaque composante i de z est exprimable sous la forme

Zi =Y = Yitn, Y20, Yiyn >0
Montrer qu’on peut réécrire (63) sous la forme

1
min ixTQx +

avec
[y _( NT"PN Ozpxm
l‘(8>, Q<0m><2n Omxm),
'=(f'N Oixm ), A=(MN I,)

ou N est une matrice qu’on explicitera.
Former le probleme dual de (64) (on I’écrira comme un probléme de maximisa-
tion sous contraintes). Pour cela, on formera le Lagrangien

1
L= ixTQx + Tz 4+ 2T (b— Az) — pl'x

Montrer que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour le probleme général

min f(x)
d(z) =0, e(z)<0

sont
V@) + Y AVdi(a®) + Y pVei(a*) =0
d(z*) =0
e(z*) <0
pr >0
pici(z) =0

Former les conditions (65) pour le probleme (64).
On va pénaliser les contraintes —x < 0 dans le cout en considérant le probléme,
pour € > 0,

1
min §xTQx +clz—¢ Z In(x;)
Az =b

Montrer que le probléme (66) posseéde une unique solution.
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7. Former le Lagrangien associé a (66) et montrer que les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker sont

Az =b
—Qr+ AT +s=c
(67) TiS; =€
€T, Z 0
S; Z 0
8. Montrer comment résoudre les conditions (67) par une méthode de Newton avec
projection. Former pour cela le Jacobien de la fonction a annuler. Former la
premiere itération de cet algorithme en exhibant le calcul de la direction et la

procédure de projection.
9. Comment atteindre la solution de (65)7

7 . re . . N . 7’ T
10. Une méthode itérative consiste a considérer e = o572, o €0, 1[.
Comment peut-on interpréter ce choix?

7.24. Gestion thermique d’une batterie de véhicule hybride

Dans un véhicule hybride, une question importante est celle du refroidissement de
la batterie qui perd de son efficacité (et de sa disponibilité) si elle est trop chaude.
On va chercher a établir une politique optimale de refroidissement sur un horizon de
temps donné T' > 0 (et une route connue a 'avance). Soit 6 la température interne
de la batterie, 6 la température de son échangeur thermique, u son courant de sortie,
et £ sa charge. En tenant compte des échanges thermiques, de la consommation et de

I’échauffement par effet Joule, on a les équations suivantes
d a d d
—0p = —u?—b0, —O=cu—k0, —E=D()—
gl = 3w W g =eu—kd Ge=D{t)—u

ou a,b,c, k sont des coefficients positifs (connus) et D(t) est une fonction connue du
temps. Le systeme est initialisé au temps 0 aux valeurs

1. On cherche & minimiser la température finale 6,(T") sous la contrainte de main-
tien de la charge &(T") = £(0). Montrer qu’on peut formuler ce probléme sous la

forme T
p min / L(6,u)dt
0
@0 =cu — kb
d
§(T) = £(0)

6(0),£(0) donnés

ol on précisera L(6,u).
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2. Former I'Hamiltonien associé au probléme et les équations différentielles du
probléme aux deux bouts.

3. Intégrer, au moyen de deux constantes qu’on notera a et § les équations ad-
jointes.

4. Donner ’expression de la commande optimale au cours du temps en fonction de
a et B.

5. Expliciter une premiére relation entre « et 8 provenant de la contrainte (7)) =
£(0).

6. Trouver la valeur optimale de o en utilisant la relation précédente et en invo-
quant la stationnarité de la fonction cout a 'optimum.

7.25. Polygones inscrits du cercle de longueur maximale

Soit f : I — R avec I intervalle de R. On suppose que f est convexe sur I, et on
consideére {z;,i = 1,...n} une famille d’éléments de I, n entier n > 1.

1. Montrer (par exemple par récurrence) que

1+ ...+,
n

f@y) + o+ fzn) 2 nf( )

On a égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.

2. En utilisant I'inégalité précédente pour f(x) = —sinz et I = [0, 7], montrer
que parmi les polygones a n cotés inscrits dans un cercle donné, les polygones
réguliers ont le plus grand périmetre.

7.26. Programmation dynamique

On se donne une collection d’arcs orientés reliant des points Py, P», P3, Py, Ps.
Tous les points ne sont pas connectés directement avec les autres. Les arcs sont
orientés, c’est a dire qu’on peut aller de P; a P, directement, mais que le retour
n’existe pas forcément. Les longueurs (cotits) des arcs sont rangés dans une matrice

0 3 7 4+ -3

+00 0 400 1 6
M!'= | 400 4 0 +o00 +oo
3 400 —4 0 400

+00 +oo +oo 5 0

Ainsi, Parc reliant P; & P» a une longueur 3, alors qu’il n’y a pas d’arc (on note que
la longueur est infinie) reliant Py & Py.

On cherche a établir une carte des plus courts chemins entre chaque point du
graphe. Pour résoudre ce probleme on va utiliser la programmation dynamique.

1. Dessiner tous les arcs du graphe reliant les points Py, Ps, Ps, Py, Ps. De combien
d’arc le graphe est-il ainsi constitué?
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2. On note M* la matrice dont chaque coefficient ij vaut la longueur totale de la
séquence optimale de k arcs (ou moins) reliant P; & P;. En utilisant le principe
d’optimalité de Bellman, montrer que

R+l _ 1 k
M= p:rrll}.?75(Mi7p + My ;)

3. En déduire quel est le cotiit de la meilleure séquence pour aller de P; a Ps.

7.27. Probleme de Dido

On veut montrer que parmi les courbes fermées régulieres du plan (simples: ne
faisant pas de boucles) de longueur donnée, celles qui ont une aire intérieure maximale
sont des cercles(!),

On note C une courbe dans le plan, fermée simple et réguliere, et on la suppose
paramétrée par son abscisse curviligne, en notant L sa longueur:

c:[0, L] 3 s c(s) € R?
Cette courbe (dite de Jordan) sépare le plan en une partie intérieure Z et une partie
extérieure.

1. La longueur L est solution de I’équation intégrale

L
i
0

Vérifiez votre formule en calculant le périmetre d’un cercle de rayon 7.
2. L’aire A de la zone Z est

A= ;/OL det [c(s), ;lz(s)} ds

Utiliser cette formule pour calculer I'aire d’'un disque de rayon 7.

3. On considére une variation autour de ¢, en utilisant v(s) le vecteur normal
(extérieur) a la courbe C au point courant c(s), et f une fonction réguliere
L-périodique a valeur dans R. Ceci permet de construire, pour tout ¢ € R,

v(t,s) = c(s) +tf(s)r(s)

Faire un dessin représentant ¢ et v, mettant en évidence que lorsque |t| est
suffisamment petit, s — v(t, s) définit encore une courbe fermée simple.

4. Onnote Ly et As lalongueur et Paire intérieure associées & s — v(t, s). Montrer

2
que la dérivée a t =0 de ¢t — i{f((tt)) s’annule si et seulement si

dce

gds

d L d

pn £(0) = ﬂ%Af(O)

(D¢est la solution du célebre probleme de Dido de 1'Antiquité
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5. Ré-écrire cette condition en utilisant le fait que

d L d L

—L =— k d —A =— d

GLs0) == [ Kese)s GA0 == [ fs)as

ou k désigne la courbure de C. On demande d’obtenir une condition que doit

vérifier k(s) pour que C réalise un extremum de L;.
6. Conclure par le lemme de duBois-Reymond que C est nécessairement un cercle.

7.28. Calcul des variations avec saut de 1’état

On considére un probleme de commande optimale ou le coit a minimiser est

7= [ Lalt), ute)dt + ola()
0

La particularité du probléme est que x subit un saut en un instant 7 €]0, 1[ défini
implicitement par la condition (on suppose 7 unique)

P(z(r7)) =0
A Tinstant 7, I’état subit un saut de la forme
z(rt)=2(r7)-A

ol A est un vecteur de parametres donné. Sur lintervalle [0, 7[, 'état satisfait une
équation différentielle © = fi(x,u), et sur Uintervalle |7, 1], il satisfait @ = fo(x, u).
La condition initiale z(0) = z° est imposée.

1. On demande d’établir le probleme aux deux bouts correspondant. Pour cela,
on pourra adjoindre les contraintes, et faire intervenir deux intégrales pour dis-
tinguer le saut. On montrera que 1’état adjoint subit lui aussi un saut.

2. Sans détailler les calculs, expliquer comment ce formalisme permet de traiter le
probleme suivant: lors de l'optimisation de trajectoire d’une fusée, on cherche
a se débarrasser des protections thermiques (la coiffe) lorsqu’en sortant de
I’atmosphere les frottements aérodynamiques deviennent suffisamment faibles.

7.29. Parallélépipéde maximal
Soit un ellipsoide défini par I’équation
c(z,y,2) =22 /a® + y?*/b? + 22 /2 —1=0
avec a, b, ¢ des scalaires non nuls. On cherche le parallélépipede rectangle dont les
arétes sont paralleles aux axes ayant un volume maximal en restant contenu dans

l’ellipsoAfde. On note x, y, z les demi-longueurs de ses arétes, si bien que son volume
est

f(@,y,2) = 8ayz
1. Ecrire les conditions de stationnarité pour ce probleme sous contrainte. On
pourra noter A le multiplicateur associé a la contrainte c.
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2. En utilisant que le volume du parallélépipede solution est de volume non nul,
montrer que A est non nul.

Montrer que le volume optimal s’exprime directement en fonction de .

4. Eliminer A des équations pour obtenir z = a/v/3. En déduire que le volume

: «+ 8abc
optimal est Wk

@

7.30. Rangement d’un cable

On dispose d’un cable semi-rigide de longueur L qu’on souhaite étaler sur le sol
entre 2 points & connecter situés & une distance L/2. Le cable est donc trop long.

Pour ne pas trop encombrer, on va chercher a trouver une disposition au sol qui
ne prend pas trop de place tout en respectant les contraintes mécaniques du cable.
Pour déterminer cette disposition, on va résoudre un probleme d’optimisation de
trajectoires.

On considere 'axe x reliant le point de départ et le point d’arrivée. On complete
le repere avec un axe orthogonal y et on résoud le probléeme suivant

T
min %(Jc(T) — L/2)? —l—/o y(r)%dr

sous les contraintes

& = cosf
¥ =sin6
0=u

u € [—a,al

2(0) = 0, y(0) =0, 6(0) =0, y(T) =0, O(T) =0

avec K et o des parametres positifs.

1. Faire un schéma du probleme et esquisser la solution.

Former le probleme aux 2 bouts correspondant.

3. Comment doit-on choisir T pour prendre en compte la longueur donnée du
cable?

4. Quel parametre du probleme permet de prendre en compte la rigidité du cable?

5. Quel parameétre permet d’assurer que z(T) =~ L/2?

o
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7.31. Investissement public

Lors d’un investissement public, deux options s’offrent en général aux décideurs:

1. investir dans un endroit possédant déja une forte activité économique

2. investir dans une zone défavorisée.

Considérant que chaque territoire du pays se voit attribuer un budget d’investissement
économique x(z) ou z désigne le territoire, on note f(x) la rentabilité de I'investissement
(fonction supposée continue et différentiable avec f(0) = 0). Le décideur qui doit
prendre une mesure a 1’échelle nationale cherche a maximiser la rentabilité totale

f(z(2))d=

pays
Si on considere qu'un investissement est plus rentable sur un territoire pauvrement
doté, on décrit

f(x) = f(y) implique f'(z) < f'(y)
Montrer a cette hypothese politique correspond au fait que f est concave et crois-
sante.

7.32. Convexité

Soit f : R — R une fonction quadratique strictement convexe. Soit =, y1,...,Yn
des vecteurs de R™.
1. Montrer que la fonction R™ 3 (A1,...,\,) = f(z + Y i, \y;) est également
quadratique convexe.
2. Donner 'expression de son Hessien.
3. A quelle condition est-elle strictement convexe?

7.33. Projeté sur une parabole

Soit la parabole d’équation 5y = (x — 1)2. On cherche le point de la parabole de
distance Euclidienne minimale avec le point de coordonnées (1,2).

1. Définir un probléme de minimisation sous contraintes correspondant.
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2. Trouver les points satisfaisant les conditions de Lagrange.

Déterminer la solution.

4. Procéder par substitution directe de y en fonction de x et formuler un probléeme
de minimisation de la seule variable x. Retrouver ainsi le résultat de la question
précédente.

@

7.34. Existence de minimums

On considere les trois problemes suivants. Expliquer lesquels possedent des solu-
tions.

1
(68) minx; + z2 sous les contraintes x% + x% =1,0<2 < 3 0<xo
(69) min x; + 2z sous les contraintes 2% + 223 < 1, x1 + x3 = 10

(70) min z; sous les contraintes zq + x5 = 1

7.35. Pénalité intérieure

On s’intéresse ici a une classe de méthodes permettant de résoudre un probleme
de minimisation sous contraintes comme limite d’une séquence de problemes sans
contraintes. On note

min J(x), sous les contraintes g¢;(z) <0, i =1..m
x

ol on suppose que les fonctions J et g; sont régulieres de R™ — R, et que les contraintes
définissent un ensemble compact non vide S, contenant une unique solution globale

*

z*, non isolée dans S. On veut résoudre le probleme en résolvant une séquence de
problemes sans contraintes dits “pénalisés” du type

min J(z) + 6;7(91(17)), €>0

ol 7 est une fonction positive, réguliére sur | — oo, 0], telle que lim,_,g— y(z) = +00.
Par convention, v(z) = 400, pour > 0. On considére une suite strictement décrois-
sante () de réels strictement positifs et on note, pour tout k

Te(w) = J(2) + exp(x) = J(x) + e Zv(gi(w))

On suppose que Ji admet un minimum sur R™ en un point unique noté xy.

1. Montrer que pour tout k, xj est dans l'intérieur de S.
2. Montrer que pour tout k on a

(71) Je(zr) < Jk(zp41)
(72) Jry1(Trr1) < Jigr(zr)
3. Déduire, par une combinaison linéaire des lignes qui précedent, que

(73) J(wpp1) < J(zg)
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4. Montrer, en utilisant (71) et la relation précédente que
p(zk) < p(Tr41)
Montrer, en utilisant (72) que
Jer1 (1) < Ji(wr)

Montrer que pour tout § > 0, il existe 2° € S tel que J(2?) < J(z*) +6/2
On choisit un entier [ tel que

ap(z®) < 6/2
Montrer, en utilisant (74), qu’on a, pour tout k > {

Jk(.’tk) < Jl(l’é)

—
N
Z v

N

8. En déduire que
J(z*) < J(zx) < J(*)+ 9
pour tout k£ > [ et que donc
lim J(xg) = J(z")

k—o0
9. Montrer enfin que (xy) converge vers x*.

La séquence des problémes non contraints mais pénalisés génere une suite qui converge
donc vers la solution z* du probleme contraint.

7.36. PSA: profit sharing agreement

Le PSA est un type de contrat fréquemment utilisé dans le domaine des ressources
naturelles, notamment dans I'industrie pétroliere. Un PSA définit pour la durée de
vie d’un réservoir (typiquement 25 ans) la part du pétrole produit qui va revenir, a
chaque instant (année), a l’exploitant du gisement et au pays propriétaire du gise-
ment, respectivement. Deux données importantes sont a prendre en compte dans le
cas d’un réservoir pétrolier: ¢) si on produit beaucoup au début, on risque de “fa-
tiguer” le réservoir, ce qui entrainera un épuisement rapide des réserves ultérieures i)
un exploitant cherchera naturellement a rentabiliser le plus vite possible les investisse-
ments lourds qu’il a réalisés lors de I'équipement du réservoir (forage, cimenterie du
puits, instrumentation, riser, etc...). Ces deux effets sont antagonistes.

On considere que le probleme peut-étre décrit au moyen de 2 variables d’état: r
les réserves exploitables dans le réservoir, p le profit cumulé de ’exploitant. Ces deux
variables satisfont les équations différentielles

7= —uh(u)

P =uv+€p
ou u € [0,1] désigne la production instantanée, h est une fonction d’épuisement pos-
itive croissante, ¢ définit les intéréts du capital. Le contrat PSA définit la fonction

v(t) € [0,1] qui est la fraction de la production revenant & lexploitant. Le reste
revient au pays propriétaire du gisement.
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On considere le point de vue de I'exploitant. Il souhaite maximiser son profit
cumulé p(T), ot T = 25 ans. Le réservoir est initialement plein 7(0) = 1. 11
est vide en fin d’exploitation 7(T") = 0. Le cumul du profit est initialement
nul p(0) = 0. Former le probléme d’optimisation sous contraintes. Former
I’Hamiltonien du systeme.

On considere ¢ = 0 et v constante. Montrer que les états adjoints sont con-
stants. Montrer, qu’il existe une production u constante satisfaisant le principe
du minimum de Pontryaguine. Interpréter ce résultat.

Former le probleme aux deux bouts dans le cas général.

On considere maintenant le point de vue du pays propriétaire du gisement. Son
intérét est de maximiser la quantité totale de pétrole qui lui revient produite
au cours de toute la durée de vie du réservoir (jusqu’a épuisement r(T") = 0).
Montrer que le critére a minimiser est

T
/0 w(t)(w(t) — 1)dt

Former le probleme aux deux bouts correspondant.

14 T T T T T T T I
: : : : : : : reserves
profit cumulé
: : : : : : : production
L2f i SEEREEED RERRERRE AR Seeeniennnn i - H
: : : : : : : taux taxation
1 ............................................
QN
0.6 i SR T EEEEE R SN SIS SR
D NG e e N
02 v AT T N
0 M
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

7.37. Convexité

1.

Soit f une fonction convexe définie sur un ensemble convexe E. Montrer que
I’ensemble
Ly = {z € E tel que f(z) <t}

est un ensemble convexe.
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2. Soit g;, 1 = 1, ..., k des fonctions convexes définies sur R™. Montrer que I’ensemble
L = {z tel que g;(z) <0,i=1,....,k}

est un ensemble convexe.
3. Soit f et g deux fonctions convexes R — R. Montrer que h(z,y) = f(z) + g(y)
est convexe.

7.38. Polyndéme de Rodrigues

On s’intéresse au polyndome de degré n — 1 approchant le mieux possible t — t".
On consideére ainsi le probleme de minimisation

1 n 2
i , = & — ) at
. . f(z), f(z) /1 ( ;xk )

1. Montrer que x — f(z) est convexe.

2. Former la condition de stationnarité de f.

3. On considere le produit scalaire fil g(t)h(t)dt =< g, h > de lespace La([—1,1]).
Montrer que les conditions précédentes impliquent qu'un certain polynome est
orthogonal & toutes les puissances t*, k =0,...,n — 1.

4. Montrer que le polynéme recherché est (polyndéme de Rodrigues)

n! d"
Rt)=t"— ——— (2= 1)"
®) (2n)! dt» ( )
(on remarquera que R est de degré n — 1).
5. Quel est le polynéme de Rodrigues pour ¢3?

7.39. Solution d’un probléme aux deux bouts par linéarisations successives

On cherche (voir [3]) & résoudre des problemes d’optimisation de trajectoires généraux

to
x(ty) = 2°

ou f est une fonction réguliere, F' et ) des matrices symétriques positives, R une
matrice symétrique définie positive, x°, ¢;, to des parametres donnés.

Pour cela, on propose une méthode d’approximation linéaire successive des équa-
tions de la dynamique, sous ’hypotheése (qu’on supposera vérifiée) que & = f(x,u)
peut s’écrire

(76) & = A(z)x + B(z)u

avec A et B des fonctions (matricielles) réguliéres.

1. Former 'Hamiltonien du probléme (75) en utilisant ’écriture (76).
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Montrer que le probleme aux deux bouts est
& = A(z)x + B(z)u,
z(ty) = 2°
u=—R'B(z)"\
A= fo + C(z, M),
Alt2) = Fx(ts)

(
(

avec C(z,\) = — L (A(z)z)T — uT L B(2)T
On introduit la séquence fonctlonnelle zl) \[ )ieN

20() =2 A1) = Fal

avec, pour ¢ > 1,

%xm = A1)zl — Bali-1)R=1 B(gli~11)T Al
zl(t)) = 2°

d
2\
dt
)\[Z] (tg) = Fdi[iil] (tg)

= —Qzll 4+ (2= AP\l

Ecrire ce systéme sous une forme

d i

—Z

dt
) [i]
i _ (T
1= (5 )
Préciser A.

L’équation (77) définit un systeéme linéaire instationnaire de la forme

- A(Z[ifl])z[i]

avec

d
—y(t) = M(t)y(t
Sy = M(Dy()
On introduit un état adjoint
d
- = M
St = =M(t)Tu(t

Montrer, en utilisant le lemme de ’adjoint, que
y" (ta)p(te) =y (t1)p(tr)

Soit 6y = (0...010 ... O)T ol le 1 est en position k avec n+1 < k < 2n, avec
n = dim x.

Montrer que la (k — n)-ieme composante de ¥ (ty) vaut 47 (t1) e (t1) ot g
est la solution de (78) avec la condition finale g (t2) = dy.
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6. Former la condition terminale du probleme aux deux bouts et montrer qu’elle
est de la forme

xT(tl)O‘n-‘rl(tl) + /\T(tl)ﬁn+1(t1)
A(ts) = aT (t1)omya(t1) + AT (t1) Buga(t)

27 (1) vz (1) + AT (82) Ban (1)

~(3): = (3)

avec

et que donc

() \ 7 ()T (1)
t1 ) T°)" apya(ty
B3, (t1) (2°)T azn (t1)

7. En déduire que le probleme aux deux bouts devient résoluble, avec le schéma
proposé, par la résolution successive de problemes de Cauchy a préciser.

7.40. Commande optimale avec arc singulier

On considere le probleme

1"
min — / z2(t)dt
2 Jy

pour le systeme dynamique
i’l = T2 + u, S.CQ = —u, I’l(tl) = a, Ig(tl) = b, l’l(tg) = Ig(tg) = 0
ou a et b sont des vecteurs donnés, to > t; des constantes.

1. Former I’Hamiltonien du probleme.

2. Former les équations de ’état adjoint.

3. La condition %—5 = 0 n’est pas directement exploitable pour déterminer wu.
Dériver cette condition autant de fois que nécessaire pour obtenir une expression

de u.

4. Montrer que a% % (%—Ij) < 0 (cette condition est appelée condition de Legendre-

Clebsch généralisée ou condition de Kelley).

7.41. Réservoir cylindrique

On souhaite concevoir un réservoir cylindrique de contenance maximale au moyen
d’une quantité limitée de matériau.
1. On note d le diametre du disque de base du cylindre et h sa hauteur. Don-
ner l'expression du volume V' contenu dans le cylindre, et I'expression de sa
surface S.
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2. La surface du cylindre est constituée de plaques de tole d’une épaisseur con-
stante (négligeable). Ainsi la grandeur S est contrainte. Former le probléme
d’optimisation de la contenance sous contrainte S = S° et donner son Lagrang-

ien.
3. Former les conditions de stationnarité et montrer que la hauteur optimale et le
diametre optimal sont égaux et valent 23i0
s

7.42. Unicité de la commande optimale en temps
On consideére (voir [20]) le probleme
minty — t1
pour le systeme dynamique
t=Azx+Bu, z€R", weR, a<u(t)<b =zt)=a z()=p
ol a < b et t; sont des constantes, a # [ des vecteurs donnés, et to > t; est libre.

1. Enoncer le principe de minimum de Pontryagin pour ce systeme.

2. Montrer que si uq et us sont deux commandes optimales, produisant le mAlme
temps ty — t1, alors %(ul + uz) est aussi admissible et optimale.

3. En déduire l'unicité de la commande optimale.

7.43. Convexité de I'image de petites boules par application réguliére

L’objet de cet exercice est de démontrer que l'image par une fonction réguliere
(& Jacobien inversible) d’une boule de taille suffisamment petite est convexe. Cette
propriété a été établie dans des espaces de Hilbert généraux et est utilisée notamment
dans I’étude des valeurs propres de matrices et d’opérateurs perturbés (voir [27]).

On établit d’abord un résultat préliminaire.

Soit une fonction P : R™ — R™ réguliere. On cherche a résoudre 1’équation

(79) P(x)=0
au moyen d’une séquence
(80) " =" — Q, (™)

initialisée en 20 donné. On suppose que
(i) P’ le Jacobien de P est Lipschitzien avec comme constante L > 0
(i) la fonction @, vérifie ||P(x) — P'(2)Qn(x)|| < v||P(z)], avec 0 < v < 1
(iii) [|@Qn(@)|| < M||P(2)|l, pour un certain A > 0,
(iv) v+ 2% ||Pa)] < 1
On va montrer que la séquence (80) converge vers z* solution de (79). Dans la suite,
on utilise la norme Euclidienne et la norme induite.
1. Dans le cas ol on cherche a résoudre un systéme linéaire Az = b, avec P(z) =
Ax — b, et A inversible, montrer que les hypotheses ci-dessus sont vérifiées. On
précisera le choix retenu pour @, les valeurs de L, ~.
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2. En utilisant le développement (formule de Taylor), et les propriétés (i-ii-iii),

P(x +y)=P(x)+ /0 P'(x + ty)ydt

n+1

entre les points ™ et 7", montrer que

L\?
2
3. On note (6™) la suite de terme général v + LT)‘z [IP(z™)]|. Déduire de (81) et de

0% < 1 que 6™ < 6° pour tout n.
LX?||P(z%)]]
==l

(81) [P )] < 7 1P + == |1 PE™)]?

. Montrer, en majorant ||P(z")|| que

3" < yexp (e2(6°)")

4. On note ¢; =

5. En déduire que
n n C
1P < [P e (25

6. Montrer, en utilisant (iii), que la suite ™ est une suite de Cauchy. En déduire
qu’elle converge vers z* solution de (79).

7. On suppose désormais que P’ est uniformément inversible si bien que il existe
m > 0 tel que quels que soient = (localement), et yona

(82) 1P (z)yll = m ||yl
Soit z tel que P'(x)z = P(x), déduire de ce qui précede, avec Q(x) = az, avec
0 < o < 2, que les hypotheses (ii) et (iii) sont vérifiées.
8. En déduire que si HP(xO)H est suffisamment petite, alors la séquence
(83) " =" — a2, 2" = P(z") "t P(z")

avec 0 < a,, < 2 converge.
9. En déduire, sous I’hypothese supplémentaire précédente, par passage a la limite,
lexistence d’une solution z* de (79) et que

0 0
2" = 2%l < m | P@a")]
On considere maintenant une fonction réguliere f : R™ — R™ telle que son Jacobien
est Lipschitzien de constante L et inversible avec la constante m. On veut montrer
que lensemble F' = {f(x) pour = € B(a,¢€)}, avec B(a,e) = {z tel que ||z — a|| < €}
est un ensemble convexe pour tout a, pour e suffisamment petit.

Soient deux points x!, x? de B(a,€) et y', y? de F leurs images par f. Soit
yo = %(y1+y2). Pour montrer que F est convexe, il suffit de montrer que yo appartient
a k.

10. On note 2° = §(x* 4 x?). Montrer que
v =fa0) + e - e, i=1,2
avec I
1 21|12
leill < 5 [l2* = 22|
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11. Montrer que
P =1+ [ < E et -2

12. La fonction 2 +— f(z)—y° est telle que son Jacobien est Lipschitzien de constante
L et inversible avec la constante m. En déduire, d’apres la premiere partie de
I'exercice, que si € est suffisamment petit, alors il existe x* tel que f(z*) = y°
et tel que

[ = 2°l| < m [ £(=") = o°

13. Montrer alors que pour e suffisamment petit, * € B(a,¢).

14. Conclure que 'image par f de toute boule de taille € est convexe pour e suff-
isamment petit.

L. R _ [ T1T2 — X1
Application: On considere f(x) = ( £12g -+ o )

15. Montrer que l'image par f de la boule B(0,€) est convexe pour e suffisamment
petit (un calcul plus avancé montre que € < ﬁ est suffisant). La situation est
illustrée en figure 6.

FIGURE 6. Image par f de la boule B(0, €) pour différentes valeur de e.

7.44. Planification optimale linéaire quadratique
On s’intéresse ici a un systeme linéaire

z(t) =A)z(t) + B(t)u
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ou I'état © € R™ et la commande u € R™. On considere le coiit suivant avec pondéra-
tion
1

(84) Tw,u) = /O " [e()" Ra(t) + u(t)" Qu(t)] dt

ou R est symétrique positive et @) est symétrique définie positive.
On ajoute a l'objectif de minimiser ce critere quadratique une contrainte finale

w(ty) =xg
On se propose de déterminer la loi de commande solution a ce probléeme par deux
méthodes différentes.

1. Formuler le probleme aux deux bouts associé (ol la commande n’apparait plus).
Justifier que ce probleme a au plus une solution.

2. Méthode de balayage. Cette méthode consiste & ramener les conditions lim-
ites du pobléme au méme point. En notant v le multiplicateur associé a la
contrainte finale, on se propose de chercher les adjoints et multiplicateurs sous

la forme

(85) At) =S@t)z(t) + V(v
(86) zr =V (t)x(t) + H(t)v

(a) Montrer que
(87) V(t)) =1, H(t;)=0 et S(t;)=0

(b) Montrer que
(88) S(t) =— S(t)A(t) — AT()S(t) + S()B(t)Q BT (t)S(t) — R
(89) V(t) =~ (AT(t) - S)BH)Q ™' BT (1)V

(¢) Montrer enfin que
(90) A(t) = V() BOQ BTV (1)

(d) Exprimer la commande optimale en fonction de S,V et H.
3. Equation d’HJB. 1l est possible ici de résoudre I’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman en cherchant une solution sous une certaine forme quadratique.
(a) Expliciter ’équation HJB associée au probléme considéré.
(b) On cherche la fonction de retour optimal sous la forme

1 1
I(xz,t) = ixTS(t)a: + 2TV () + QVTH(t)l/ - x?u

Retrouver les équations (87)—(90) en résolvant 1’équation précédente.
4. On considére maintenant un systéme dynamique de dimension n = 2

a'c(t):( —?/2 : >x(t)+ ( ; )u(t)

On souhaite calculer une commande t € [0, 3] — u(t) transférant le systeme de
zo = [-05 1]T & zy = [-1 0]7 en minimisant le critére quadratique (84)
avec R = I. On résout numériquement les équations obtenues précédemment
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FiGURE 7. Différents réglages de la commande LQR.

pour deux réglages : @ = 1 et @ = 1000. Associer ces réglages aux équations
de la Figure 7.

7.45. Résolution d’un probléme aux deux bouts par inversion dynamique

On s’intéresse a la dynamique d’un véhicule équipé d’un moteur & courant continu
dont on cherche a le faire parcourir une distance D en un temps donné 7" en minimisant
I’énergie consommeée, sous contraintes de vitesse initiale et finale nulles. Ce probleme
de contréle optimal s’écrit ainsi

T
(91) /O (bru(t)o(t) + bou(t)?)dt

b = aju — agv® — ag — y(x)
z(0)=0, z(T)=D
v(0) =v(T)=0

ou x,v sont respectivement la position et vitesse du centre de masse du véhicule, u
est le pourcentage utilisé du couple maximal fourni par le moteur, a;,b; (i =0, ...,2)
sont des constantes positives et v une fonction réelle telles que :

— byu(t)v(t) + bau(t)? représente la puissance instantanée du moteur

— aju est le couple de traction des roues

— ayv? le couple de frottement aérodynamique

— ag représente le couple de roulement

— () la force de pesanteur, dépendant de la pente de la route et donc de la
position

1. Ecrire les équations du probléeme aux deux correspondant (ot la commande
n’intervient plus).

2. Montrer que v et u peu\éent s’exprimer comme des fonctions de z, & et .

H

3. En utilisant le fait que ;- = 0 pour tout t € [0, T], montrer que les deux états

adjoints A1 et Ay s’écrivent également comme des fonctions de z, & et Z.



7.46. PROGRAMMATION LINEAIRE ROBUSTE 89

4. A partir de cette méme condition de stationnarité, déduire que x satisfait
92) Az 4 B(2)z® + C(z, &,i)i + D(x, &, %, 23)i — aydo(x, &, )3 (x) = 0
93) z(0)=x(0)=%(T)=0, z(T)=D

5. On considere que la route est horizontale, auquel cas v = 0, et que les effets
aérodynamiques sont négligeables, c.a.d. ay = 0. Comment se simplifie la
dynamique (92) dans ce cas ? En déduire la commande optimale correspondante.

7.46. Programmation linéaire robuste

Un probléme de programmation linéaire s’écrit (canoniquement) sous la forme

min ¢’ x

(94) !
t.q. aZT:c <b;, t1=1,..m

ouceR" et pouri=1,....,m>n, a; € R", b; € R. On s’intéresse dans cet exercice
a un probleme plus général, ou chaque contrainte ¢ est définie par des ensembles F;
et F; pourt=1,....,m > n,

minc’ z

(95) ;
t.q. alTsc <b;, a;€FE;, bek, i=1..m

Les ensembles F; et E; sont polyhédraux (supposés non vides), c.-a-d.
E;={a|Dja<d;} CR", F;= [y, CR

avec D; une matrice k; x n, et d; € R¥ avec k; > 1 et 7; < p;. On cherche & montrer
que le probleme (95) est bien un probléeme du type (94) et & en trouver I'expression.

1. Montrer que pour tout ¢, I’ensemble F; est convexe.
2. Montrer que (95) est équivalent au probleme

min ¢’z
(96) ¢
t.q. aiTx <%, a€lk; i1=1..m

3. Ré-écrire les contraintes de (96) en utilisant le probléme auxiliaire

max a; x

(97) i
t.q. Dia; < d;

4. On va considérer le probleme dual de (97). Former le Lagrangien L(a;, A) de
(97). Calculer sup A>0 £, en distinguant le cas D;a; < d; et son complémentaire.
De méme, calculer inf,, £. Utiliser I'égalité du point selle. En supposant que
inf et sup sont atteints, montrer que le probleme dual de (97) s’écrit
min diT)\
(98) A0
t.q. DIx=u
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5. En utilisant cette formulation duale, montrer que la résolution de (96) revient
a la résolution de

minc’ z
(99) min A?di
=% ? y ey I
DI'\i=z

6. Conclure que le probléme (95) est équivalent au probléeme de programmation

linéaire suivant

min Tx

z,(Xi)i=1,...,m

T P —
(100) )\i di < Yis t=1..,m,
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Notes. — On pourra se référer & [24] pour un exposé de certaines librairies et de
certains logiciels existants pour la résolution des problemes d’optimisation. On pourra
se reporter & [4] pour tout détails portant sur le chapitre 1 du cours. En ce qui concerne
Panalyse et 'optimization convexe on pourra se reporter & [17] et [7]. On trouvera
de plus amples détails sur les algorithmes de descente en dimension finie dans [26].
Pour le chapitre 2 on pourra trouver tous les détails concernant ’optimisation de
fonctionnelles dans [21, 14] et les différentes conditions de stationnarité dans [9, 8,
13, 14, 18]. On trouvera les détails sur I’histoire du calcul des variations dans [31, 1].
Pour les équations variationnelles d’ordre élevé on pourra se reporter a [10]. Pour
une présentation en lien avec l'analyse fonctionnelle, on se reportera & [19]. Pour une
vue d’ensemble on pourra se reporter & [2]. Pour une présentation des techniques de
programmation dynamique on pourra consulter [5, 12]. L’ouvrage [11] contient une
présentation tres complete de 'optimisation.



