
AVERAGING ET CONTROLE OPTIMAL DETERMINISTE 

F. CHAPLAIS 

Centre d'Automatique et d'Informatique 

Ecole Nationale Sup~rieure des Mines de Paris 

Fontainebleau - France 

R~sum~ : 

On s'int~resse ici au contrSle optimal de syst~mes d~terministes 

r~gls par des ~quations diff~rentlelles "rapidement oseillantes", 

et au eomportement du probl~me d'optimisation lorsque la p~riode 

tend vers z~ro. On d~finit ~ partir du probl~me initial un 

nouveau probl~me de contrSle optimal, dit "probl~me moyenn~". 

Sous des hypotheses tr~s E~n~rales, la fonction valeur du probl~me 

d'origine converge uniform~ment vers la fonction valeur du 

probl~me moyenn~. Avec des hypotheses plus fortes, on montre que 

la commande optimale en boucle ouverte du probl~me moyenn~ engendre 

dans le syst~me d'origlne un co~t optimal ~ l'ordre 2. Enfin on 

~tablit un lien entre le r~sultat precedent et un d~veloppement 

priori de la fonction valeur. 

Abstract : 

The subject of this paper is the optimal control of "rapidly 

oscillating" deterministic systems, and the asymptotic behavior 

of the optimization problem as the period tends to zero. From the 

original problem, we define a new optimal control problem, the 

so-called "averaged problem". 

Under weak assumptions, the value-function of the original problem 

tends uniformly to that of the averaged problem. Stronger assump- 

tions ensure that the optimal open-loop control of the averaged 

problem induces a cost in the original system which is optimal up 

to the second order. Finally we relate the forementioned results 

to the a-priori develop~ment of the value-function. 
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INTRODUCTION : 

L'approximation d'u~ dynamique rapidement oscillante par sa moyenne 

est loin d'etre une idle nouvelle dans la th~orie des ~quations 

differentielles ordinaires, puisqu'elle est depuis iongtemps 
r 

largement appliqu~e dans le domaine de la m~canique celeste, et 

qu'un long chapitre lui est eonsacr~, par exemple, dans [i]. 

N~anmoins, l'utilisation th~orique de cette technique dans la 

r~solution de problSmes de contr$1e optimal reste relativement 

r~cente ; on en trouve un exemple dans [5]. Notons que A. Bensoussan 

J.L. Lions et G. Papanicolaou ont largement trait~ dans [3] d'un 

probl~me voisin, puisqu'il s'agit de r~soudre des ~quations aux 

d~riv~es partielles du second ordre, dont l'op~rateur est rapidement 

oscillant. 

A notre connaissance, la notion de probl~me moyenn~ utilis~e 

largement ici est enti~rement nouvelle. Elle permet en partlculier 

de donner un sens ~ l'utilisation d'une commande en boucle ouverte 

extralte de ce probl~me, et donc d'en d~duire les th~or~mes 

d'approximation exposes ici. 

Enfin pr~cisons que les r~sultats ~none~s dans cette ~tude, s'ils 

le sont dans un cadre relativement restreint, ouvrant la porte 

de nombreuses heuristiques dans des cas plus incertains. Inversement, 

c'est ~ propos d'heuristiques d~velopp~es lots d'un projet de gestion 

optimale de maison solaire [ 8 ], que s'est pos~ le probl~me de 

pourvoir une assise th~orique ~ celles-ci, et, si possible, de leur 

trouver un prolongement ; c'est ainsi qu'est n~e cette ~tude. 

I - POSITION DU PROBLEME 

On se donne f : ~n x U ad x [O~T] x ~ ~ ~n 

(x,u,t,@) : ~-- f(x,u,t,O) 

et L : ~n x U ad x [O,T] ~ 

(x,u,t) I ~--- L(x,u,t) 

o~ U ad est un domaine de ~P, contenant O, par exemple. 
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On fera surf et Lles hypotheses suivantes 

(~i) il existe k>O tel que : 

If(x,u,t,O) I ~ k(l+Ixl+lu } ) pour tout x~ e et tout t de [O,T], 

u de U ad 

IL(x,u,t)J ~ k(l+l~12+l~l 2) pour tout x, tout t de [O,T], 

u de U ad 

fet L sont de clause C 1 en x et t. 

~L 
17x(~,u,t)l ~ k(~+l×l+4ul) 

~f est born~ 
3x 

(]:(-2) )U ad born~ ou:L(x,u,t) > kllUI2-k2 pour tout x, tout t de iO,T], 

/- 

[ tout u de U ad, avec k I > 0 et k 2 > 0 

(~3) (Vu E uad)(Vx E ~n)(vt E [0,T])(3 ~u(X,t) £ ~n) 

¥ [ f(x,u, t ,O)dO ~ Tu(X,t) 
-o T-~+~ 

On d@finit le probl~me (p ) pour g > 0 comme suit : 
6 

T 

Minimiser IoL(X(t),u(t),t)dt off dtdX = f(x(t),u(t),t,~) sur [O,T], 

x(o) = x ° , ceci pour u application de [O,T] dans U ad, int~grable 

born~e. 

On voit que, sous ces hypotheses, un contrBle u meilleur, par 

exemple, que le contrBle identiquement nul, dolt v@rifier 

lul 2L2[O,T]~C(I+Ixo 12) ; dans la suite de l'~tude, on se restreindra 

de tels contrBles. Pour des conditions initiales born~es x , on 
o 

en d~duit donc que les trajectoires d6termin6es par de tels eontrSles 

restent dans un domaine born~ de R n , d'ailleurs estimable ~ partir 

des hyptoh~ses (N I) et (~) ; le probl~me @g est donc inchang~ si 

on tronque f et L de mani~re r~guli~re en dehors de ce domaine. 

Aussi, partant du principe qu'on ne s'int6ressera ~ Pg que pour 

un ensemble born~ de conditions initiales, nous supposerons d~sormais 

fet L ~ support compact dans R n. Toutes les trajectoires sont 

~L L2 donc born~es et -~(x,u(t),t) est donc born~ dans [O,T] 

ind~pendamment de x pour les contr$1es ci-dessus. En particulier 

si V C est la fonction valeur (comme infimum) du probl~me Vg est 

globalement lipschitz en x, et ind~pendamment d' g. 
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II - PROBLEME MOYENNE 

i) Soit Y l'ensemble des applications de R dans R p, born~es, 

localement int6grables, v~rifiant : 

(~4) (Vx 6 ~n)(vt 6 [O,T])(3 ~(x,v,t) 6 Rn)(3 ~(x,v,t) 6 R) 

! v(O),t,O)de ~ T ( x , v , t )  
T T~+~ 

1 rT 
et ~ ]oL(X,V(@),t)dO ~ L(x,v,t) 

T~+~ 

et ?ad = {v 6 Y , v(0) 6 U ad pour presque tout 8} 

On d6finit • l'ensemble des contrSles admissibles comme ~tant 

l'ensemble des applications u de [O,T] dans %ad, int~grables 

born~es au sens de la norme L ~ sur V. Notons que vad comprend 

l'ensemble ~ des applications constantes A valeur dans U ad d'apr~s 

~3 ' et que ~ comprend les applications constantes ~ valeur dans 

~. Enfin, si fest p~riodique en O de m~me p~riode pour tout x,u,t, 

alors les fonctions p~riodiques int~grables born~es sont dans V. 

2) Le probl~me moyenn6 consiste ~ minimiser : 

I T~(x(t),u(t),t)dt p o u r  

o 

u 6 I~ , 

o~ x est d~fini par d_~x = f(x(t),u(t),t) sur [O,T] x(o) = x . 
dt ' o 

3) Validit~ des outils g~n~raux du contr~le optimal 

a) Equation d'Hamilton Jacobi : 

On montre [ 4 ], sous les m~mes hypotheses que d'ordinaire sur f, 

Let U ad que la fonction valeur V°(Xo,t) = Inf I T ~(x(s),u(s),s)ds 

v&rifie : u6~ t 

~V ° SaV ° } 
3x + v6~ cInf i ~Sx f(x,v,t) + ~(x,v,t) : 0 et V°(x,T) m O. 

On peut d'ailleurs reprendre les m~mes d&monstrations. 
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Notons que, comme V~,V ° est Lipsehitz en x, globalement. En effet, 
~Z 

pour v 6 Y, on montre uq~ ~ est de elasse C I, que ~x exlste au 
8L 3L 

sens de (#4) et que 8x 3x ; de m~me pour f. En partieulier 

et ~ v~riflent (~i) et (~2), avec les m~mes constantes~ au sens 

de la norme L ~ pour Y. On en d6duit que pour un domaine de conditions 

initiales identiques~ on peut effeetuer les m~mes troneatures que 

pour le probl~me P , et aboutir aux m~mes conclusions. De ce point 

de vue, on peut donc commuter troncature et moyenne. Une fols 

celles-ei effectu@es, on peut conclure & la propri6t6 de Lipschitz 
O 

de V 

b) Prlncipe du minimum 

Soit u eontrole optimal. On d6finit l'6tat adjoint par : 

_ dPdt = P'~x (x(t),u(t),t) + --~x (x(t),u(t),t), p(T) = 0 

Par les m~mes techniques que dans les cas classiques, on montre que 

u minimise p(t) . [(x(t),v,t) + ~(x(t),v,t) pour v dans V ad ceci 

p o u r  p r e s q u e  t o u t  t .  N o t e r  que  v e s t  une  f o n c t i o n  s u r  ~ + 

III - THEOREME LIMITE SUR LES FONCTIONS VALEUR 

Nous supposons donc d6sormais f et L & support compact en x, 

ind~pendant de t, u et @ et f uniformement continue en 8. Nous 

ferons iei les hypotheses suppl~mentaires suivantes : 

(~5) { S o i t  

alors : 

r 
H(p,x,t,G) Inf ~ p . f ( .  u , t , e )  + L ( ~ , u , t ) ~  ~ pour pC~ n 

u6uad 

(Vm>°)(BI>o)(VxcRn)(vtE[O,T])(VGER)(V(pl,P2) £ ~nx~n) 

( [ p l [ < m  et ] p 2 ] 4 m ) ~ ( l H ( P l , X , t , G ) - H ( P 2 , X , t , O ) I ~ l P t _ P 2 ] )  

Notons que H existe d'apr~s (~i) et (~2) et que, apr~s troncature, 

(~5) est v~rifi~e dans le cas lin6aire quadratique. L'hypoth~se 

essentielle pour ce qui nous concerne est la suivante : 
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il existe ~ : IR n x ~n x [0,T] ---~ ~ tel que : 

(Vm>o) Sup g H(p,x,t,e)dG - H(p,x,t) ~ 0 
xE~n 

tE[O,T] t 

Ipl~m 

Remarquons que H(p,x,t,8) est born~ pour Ipl~m apr~s troncature, 

d'apr~s (~i) et ~ 2 ) . En particulier, si f est p~riodique ae 

pgriode ~, alors H l'est @galement et H est la moyenne de H sur 

une p~riode. 

Nous pouvonsannoncer le th~or~me suivant [4 ] 

Th~or~me I : sous les hypotheses (~i), (~2), (~3), (~4), (~5) , (~5) 

pour f et L ~ support compact en x, f uniform~ment continue en 85 

on a : 

Sup Vg(x, T) V°(x,t) I ----~ 0 
xERn I ~o 

t6[O,T] 

~V ° ~.~V ° 
et V ° v~rifie : ~ + M~--~--,x~t) : O, V°(x,T) Y 0 

Plan de la d~monstration : 

i) On commence par ~tablir le second point. On a en fait 

H(p,x,t) = Min {p.~(x,v,t) + ~(x,v,t)} 
v£y ad 

Le premier terme est inf~rieur au second car pour v dans ~d on a : 

p.f(x,v(G),t,0) + L(x,v(8),t) > H(p,x,t,@) 

d'o~ l'in~galit~ en moyenne. Ii suffit maintenant de montrer qu'il 

existe v dans V ad tel que p.f(x,v,t) + ~(x,v,t) = H(p,x,t). Pour 

cela on approxime H(p,x,t,@) par p.f(x,v(0),t,@) + L(x,v(@),t,@), 

o~ v est en escalier sur R+, avec une erreur nulle en moyenne. Notons 

que dans le cas p~riodique on n'atteint pas toujours le Min si on se 

resteint ~ des v p~riodiques ; on a simplement ~galit~ des Inf. 
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2) Pour d6montrer le second point, on utilisera une m6thode de 

viscosit@. 

En effet, on salt (ef [ 6 ]) que V £ peut ~tre approch6 par V £ ' 

o~ V £ est la fonction valeur d'un probl~me de contrZle stochas- a 
tique oO f est perturb6 par un petit "bruit" ~ dw (w mouvement 

brownien standard). L'erreur est du type KV~" et en particulier 

K est ind6pendant du comportement en t de fet L, et donc d'g. Ii 

en est de m~me pour V ° : il suffit de d6finir le probl~me 

stochastique moyenn6 en se restreignant aux contr%les u(x,t, ) 

bor61iens, tels qu'ils engendrent une moyenne au sens de (~4). Le 

th6or~me d'approximation par viscosit6 reste valide en ce qui 

concerne le probltme moyenn6. D'apr$s ce qui pr6c6de, V ° v@rifie : 

o 
~V ~V 

V O + H(_ S,x,t) = 0 V°(x,T) -= 0 et on a : 
~x 

tVg 3V~ 
(2) -~ + a a Vg + H( t Vg(x,T) m 0 a ~x ,x,t,~) = 0 

V °~ et V£a sont de classe C 1'2 et sont les uniques solutions de (i) 

et (2). Nous allons pouvoir donc raisonner directement sur ees 

~quations. 

Plus pr6cis~ment, nous allons d6montrer qu'il existe g(a,q) tel 

xE~ n 

t E [ O , T ]  2 
l e  t h 6 o r & m e  s e r a  d 6 m o n t r 6  en p r e n a n t  6 < g ( q , ~ )  

La d6monstration du point pr6e6dent 6tent asset longue, nous n'en 

donnerons que les principales 6tapes. Nous utiliserons le noyau de 

la chaleur et les techniques de base espos6es dans [7]. 

~V o ~V 6 

~ sont born6s ind6pendamment a) Remarquons d'abord que 3x et ~× 

d'g. Or si W est solution de tW ~t a A W : g(x,t) avec 

W(x,T) : O, t[[O,T], il existe ~E]O,l[ tel que 

~ x  ( x ' t )  ~x x , t ' )  ~ K I t - t ' l  ~ off K n e  d 6 p e n d  que  de  I I g l l  
~v 0 3V 6 

et T. On a donc une estimation hbld~rieme de a et 
~x ~x 

ind6pendante d'£. 

b) Si F a d6signe le noyau de la chaleur utilis6, on peut ensuite 
~P ~V 0 ~V 0 

estimer ~ = a ~x a l ~--~-~. ~t(H( ,x,t,~) ~( ,x,t)) pour g petit, 
I 

par averaging, grace ~ l'hypoth&se (~6) et au r6sultat ei-dessus ; 

d6signe le produit de convolution sur It,T] t 
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I M(t) = Su C~ 
xE~ ~ 3x " 

c) Posons 

d'apr~s (~5), en utilisant F a pour exprimer 3x 

on a donc : 

M(t) ~ T) -~x (x,~-t) dx ÷ n pour ~ petit ; 

t R n 1 ,3V~ ~V 0 

d'o~ une estimation de I 3x 8x 

Comme H est Lipschitz en p 

e t  
a x  

par un lemme de type 
Gronwall. 

d) La deuxi~me pattie consiste essentiellement a r~p~ter la m~me 
~Pa 

d6monstration en ramplagant 3x par le noyau Pa lui-meme'I 

IV - UTILISATION DU CONTROLE OPTINAL EN BOUCLE OUVERTE DU PROBLEME 

MOYENNE 

Le th~or~me pr~sent~ maintenant est ~ rapprocher des r~sultats 

~quivalents existants en pertrubations r~guli~res. Les hypotheses 

et la d~monstration que nous utiliserons sont d'ailleurs tr~s 

inspir~es de celles utilis6es par A. Bensoussan dans ce domaine 

[ 2 ]. On prend ici U ad = R p 

i) Th~or6me 2 : Soient f et L comme dans les paragraphes Iet II (1) 

avec de plus : 

(~7) f est p~riodique en O de p~riode 

(~8) Le probl~me moyenn~ admet un contr~le optimal v pour la 
o 

condition initiale X ; on notera y la trajectoire optimale et 

q l'~tat adjoint et on posera Uo(t,@) = [v (t)](@) ; on 
o o 

suppose u 6 L2([O,T]x[O,~], R p) 

(~9) f et L sont de clause C 2 en x et u, de d~riv~es born~es, de 

d~riv6es secondes Lipschitz en x et u 

Si h(p,x,u,t,@) = p.f(x,u,t,8) + L(x,u,t), alors 

~2h(q(t) x,v,t,@) > 8 Id B > 0 pour tout x v,t O ~u 2 ' , , , 

/~2 h a2h (~2~-I ~2 h 
k~x2 3xOv k~u2 ] ~v~x/ (q(t),x,v,t,@) > 0 pour tout x,v,t,@ 

~h (t,e),t,O) sont born~s (~iO) f(Y(t),Uo(t,@) ,t,@) et ~-~x(q(t) ,y(t) ,Uo 

de clause C 1 en t, de d~riv~e lipschitz en t. 

(~) en particulier f et L de support compact en x. 
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Si g(G) est p~riodique int&grable born~e, on notera g sa moyenne et 

~(g(.)) la primitive de moyenne nulle de (g-g). (M9) est identique 

aux hypotheses faites en perturbations r~guli~res. 

On posera m2(t,e) = ,(f(y(t),Uo(t,.),t,.)(8) et J * le co~t 

optimal du probl&me d'origine. 

On a, comme en perturhations r~guli~res, doublement de l'ordre 

d'approximation. En effet, il exlste k>o, go>O, tels que pour 

g<g : 
0 

[T i) ;T ~H( " t  
a) J*g ) JoL(y(t)'u°(t'g ,t)dt + ~ o ~ qt ),y(t),t,.)x2(t,.)dt - 

- ~q(o).x2(o,o ) - kg 2 

__ t t b) Soit x d~fini par dtdX : f(X,Uo(t,~),t,~), x(o) = X 

Alors L(X,Uo(t,~),t)dt - oL(y(t),Uo(t,~),t)dt - 

T 
_ gr ~H(~ ] Jo~- ~ ~(t),y(t),t'')x2(t,')dt * gq(o).x2(o,o) ~ kg 2 

et u est donc optimal dans 
o 

pC ~ l'ordre 2. 

D~monstration : Comme nous l'avons precise, les techniques utilis6es 

sont tr~s proehes de celles reneontr~es en perturbations r~guli~res 

[2]. Aussi nous ne mentionnerons iei que les principales differences : 

a) Soit  P2( t ,e )  : - , ( ~ - -Hx (q ( t ) , y ( t ) , t , . ) ) (@)  

Le probl~me tangent ~ consid~rer est le suivant : 

dz ~f( ( t t t 
d--t- -- ~x y t)'Uo(t'~)'t'~)(z+x2(t'~-)) 

~f t-)u z(o) + x2(o,o) = o + ~u(Y(t) ,Uo(t,t),t,g 

f Minimiser : . (z' ,u' ) 
) 
o B2 H ~2 H / 

(q,y,t ,~) 

t [~f( , i) +~f( ,t,~)u]}dt +P2( t ,~)  ~-~ y Uo,t z '6 ~ Y'Uo 

On note Yl la trajectoire optimale et v I le contrSle optimal. 
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i) : ~-~Yl b) On pose r = x-y-gx2(t,g -£Yl 

v : U-Uo(t,~)-gv I = ~-Cv 1 

t t 
p ( X , ~ )  = ( q , y + X p ( ~ + c x 2 ( t , ~ ) ) , U o ( t , ) + X p ~ , t , ~ )  

e t  h d ~ s i g n e  l ' h a m i l t o n i e n  non m i n i m i s g ,  non moyennf i .  On r a p p o r t e r a  

routes les estimations ~ : 

J~2h-i ~2h J ( r _ -  

( p ( X , p ) )  

et ~ z 2 [1 [i 
: Jo XdX J d~ ''iz(X,p)i 2 

o L2 (o ,T )  

A partir de l~ la d~monstration est assez classique, mis ~ part quel- 

ques simplifications d'expressions par estimations de moyennes. 

Remarque : on comparera ce r~sultat ~ eelui obtenu en perturbations 

singuli~res. N~anmoins~ le lecteur~ en raisonnant par analogie, se 

convaincra que minimiser la moyenne de l'hamiltonien par un contr$le 

en feedback sur l'~tat rapide est l'~quivalent de la r~solution 

ehaque instant d'un probl~me de couche limite, mais statique. Ii n'y a 

donc pas ~ proprement parler de "eontrSle lent" et, pour revenir aux 

perturbations singuli~res, on ignore donc l'ordre d'approximation 

interm~diaire utilisant ee "contrSle lent". Une des particularit6s des 

perturbations singuli~res tient ~ ce que, pam exemple, fonetions du 

ph~nom~ne rapide et moyenne commutent (la moyenne ~tant l'~tat quasi- 

stationnaire). On peut donc consid~rer la moyenne du contr$1e rapide, 

qui est le contr~le lent. 

2) Consequences num~riques du th~or~me 2 : 

On voit donc que u ° est optimal ~ l'ordre 2. Mais que gagne-t-on 

utiliser le probl~me moyenn~ plutSt que le probl~me d'origine ? 

Contrairement ~ ce qui se passe en perturbations singuli~res, on ne 

gagne pas en dimension d'~tat, bien qu'en un sens, il y ai~ dispa- 

rition du ph~nom~ne rapide. On ne gagne pas dans la minimisation de 

l'Hamiltonien, puisque eelle-ci se fair ~ l'int~rieur de la moyenne ; 

elle n~cessite donc une grille de temps fine. Le cot~ statique de la 

r~solution est donc inchang~ ; par contre on gagne un facteur ! dans 
£ 

la partie dynamique. En effet la d~pendance en ~ de f ~eessite 
6t g 

priori une grille de temps en -- ; le passage ~ la moyenne permet de se 
g 

limiter ~ des grilles en 6t, que ce soit poum la r~solution des 
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6quations d'Euler ou pour l'utilisation de la programmation dynamique. 

Ceci est particuli~rement appreciable lorsqu'on a ~ raisonner sur de 

longues p~riodes de temps, ce qui est le cas lorsqu'on consid~re la 

gestion d'une maison solaire qui dolt prendre en eompte les variations 

relativement rapides des ph~nom~nes m~t~orologiques, alors que le 

probl~me est ~ horizon annuel en raison de l'importance cruclale des 

variations salsonni~res. 

Exemp le : 

Soit d__xx = a(t)x + usin t , Minimiser " IT(x2+ru2)dt, r>o, x6R 
dt £ 

-o 
Soit Pgx 2 la fonction valeur. Pg v~rifie : 

dt + "2aP + i - r sin2( ):o, P(T) : o, 

6t 
d'o~, ~ priori, l'utilisation d'une discr6tisation en ~-- 

R~soudre le probl~me moyenne consiste ~ r6soudre : 

dpo (pO)2 
d~ + 2aP + 1 - 2r : o, P(T) : o, 

d'o~ une grille de temps en 6t. Le contrSle u~(t) : P°(t) sin -t y(t) 
r 

da_it P°(t) (o~ = a(t)y- 2r Y' y(o) = x(o)) est optimal ~ g2 pros (Dans ce 

eas precis, le contrSle ug(x,t) = P°(t) sint x est aussi optimal 
r 

l'ordre 2). On peut ~galement proc~der en boucle ferm~e et utiliser les 

m~mes r~sultats, puisqu'on connait la forme de feedback optimaux. 

V - CAS LINEAIRE QUADRATIQUE, PERIODIQUE 

Dans le cas lin~aire quadratique, tous les r6sultats peuvent ~tre 

retrouv6s par des techniques diff6rentes, puisque l'~tude se ram~ne 

celle d'~quations diff~rentielles ordinaires (Riccati par exemple). 

On peut exhiber un developpement asymptotlque de la fonction valeur ; 

il dolt, ~ partir de l'ordre 2, d6pendre n6cessairement de la variable 

G, (phase finale) (ef. perturbations singuli~res). On g6n6ralise le 

doublement d'ordre, d'approximation ~ un ordre quelconque en utilisant 

des feedbacks d~duits du d6veloppement pr6e6dent. Notons que eeci se 

ram6ne, darts le cas lin6aire quadratique, ~ utiliser (apr6s transfor- 

mation) des contr$les en boucle ouverte, grace ~ la forme particuli6re 

des feedbacks. 
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Vl - DEVELOPPEMENTS A PRIORI DE LA FONCTION VALEUR 

i) Forme du d~veloppement : 

On songerait d'ahord ~ d6velopper la fonction valeur sous la forme : 

V~(x , t )  : V ° ( x , t )  + Z gk Vk(X,t,@)(@= ! 
g 

Or ceci se r6v~le impraticable sur des c~s simples ~ partir du 

troisi~me terme V 2 . En effet, la pattie de moyenne nulle de V k 

s'obtient ind~pendamment des conditions aux limites~ et ne les 

v~rifie en g6n~ral pas (R) 

Une forme plus appropri6e consiste ~ prendre : 

.t ck 
V~(x,t) : V°(x,t) + gVl(X,t, ~) + ~ Vk(X,t,~,~) ; 

elle est d'ailleurs exacte dans le cas lin6aire quadratique. Ii 
T 

nous semble que l'apparition de [ puisse ~tre reli~e ~ la pr6sence 

d'un terme analogue ~ x 2 dans le d6veloppement de it6tat adjoint. 

Nous allons maintenant nous limiter aux deux premiers termes du 

d6veloppement, et montrer la coh@rence de celui-ci avec !es r6sultats 

pr6c~dents. 

2) Coherence des d6veloppements : 

a) Identification de V 1 

Nous allons 61argir le probl6me en introduisant un 6tat  suppl6mentaire: 

dx d@ i 
~=f(x,u,t,@) et ~=~ ; ~g correspond aux trajectoires particuli%res: 

t 
0(t)=--. La fonction valeur Vg(x,t,8) est p6riodique en 0 et v~rlfie : 

+~ -~--+ Min L~ x . x,u,t,O) + L(x,u,t) = O, Vg(x,t,O) m 0 
u 

En supposant I v£ - V° - CVl(X,t,O) g2V2(x,t,O,O+~) I ~ k g2 

(~) Si L d@pend explicitement de @, on peut rencontrer ce problSme 

d~s le second temme V I. C'est pourquoi nous avons suppos$ L 

ind6pendant de @. 
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et l'unicit~ de l'argument de minimisation, on a donc : 

I 3V I ~V 2 ~V 1 
~T * Y~- * ~ f(x,v(×,t,e),t,8) = 0 , 

Sv ° 
o~ v(x,t,O) minimise l'hamiltonien ~ f + L. 

8V ° ~V 1 [SV ° 
3t + ~- + Min ~ f(x,u,t,O) + L(x,u,t)] : 0 

u 

Soit QI la moyenne de V 1 et S 

~V o ~V o 
(2) s 1 = - . ( t ( ~ - - , × , t , . ) )  = ax  

1 : Vl - Q1 " Alors : 

- -- ~(f(x,v(x,t,.),t,.) 

(3) 

-,(L(x,v(x,t,.),t)) , et Q1 v~rifie : 

I ~QI ~QI + ~ f(×,v( 

QI(X,T) =0 

@S 1 
x,t,. ),t,.) + ~ f(x,v(x,t,.),t,.) = O 

b) Nous allons maintenant ~noncer le 

Th~or~me 3 : Soient S 1 et Q1 v6rifiant (2) et (3), et Uo,y,q et x 2 

d~finis comme dans le th~or~me 2. Alors : 

ITCH( 
a) QI(X,O) = ]o-$~ x q,y,t,.)x2(t,.)dt 

b) V°(X,0)+gSl(X,O,O)+~q'(o)x2(o,o) - L(y,Uo(t,~),t)dt ~kg 
-o 

ce qui 6tabllt la coherence cherch@e. 

D~monstration : D~montrons le point a). Remarquons d'abord que : 

~v o 
~-~(~(H( l--~--,x,t , . ) ) f(x,v(×,t,. ) ,t,. ) = 

~V 
~-~(~ H(B--~,x,t . . . . .  ))~(f(x,v(x,t, ),t ) par integration 

pan parties. 
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D'autre part, la dynamique intervenant dans (3) est celle de y. 

[nt~grant (3) entre 0 et Tle long de y~ nous obtenons donc : 

I T ~H( 
QI(X'0) : o ~-~ q'y't'')x2(t'')dt 

Passons au point b). On sait que, 

k I T L Y,UoCt,¼ ,t dt 
o 

est ~gal ~ : 

L(y'Uo(t'')'t)dt + g "(L(y'uo(t'')'t) 8= 
o t=O 

Le premier terme vaut pr~cis~ment V°(X,O). Quant au second, 

remarquons que SI(X,T,@ ) = -~(H(O,x,T,.)) = 0 car L ne d~pend 

pas de 0. 

[T t 
Done ,(L(y(T),v(y(T),T,.),T) est nul et ]oL(y,Uo(t,~),t)dt est 

~gal, ~ k g2 pros, ~ : vO(x,0) _ ~(L(X,v(X,O,.),0)IO= O , qui 

vaut pr~cis~ment V°(X,0) + gSI(X,0,O) + gq'(O)x2(°,°) " 

3) Consequences e.nvisageables : 

On a montr~, dans le cas lin~aire quadratique, le doublement d'ordre 

d'approximation lorsqu'on utilise dans le syst~me d'origine les 

feedbacks : i 
k 

u = v o + ~ ~ v k ; 
k:l 

~V. 
o2 vj minimise H(~,x,t,8). Or, si on a calcul~ les trajectoires 

optimales y lots de la programmation dynamique du problgme moyenn~, 

V 1 est alors calculable tr~s simplement, et permet d'esp~rer 

acceder ~ l'ordre 4 sur le co~t optimal, ceci sans avoir recours 

une grille de temps fine. 
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